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Apresentação 


Fundamentos de Matemática Elementar é uma coleção elaborada com o objetivo de 
oferecer ao estudante uma visão global da Matemática, no ensino médio. Desenvolvendo 
os programas em geral adotados nas escolas, a coleção dirige-se aos vestibulandos, aos 
universitários que necessitam rever a Matemática elementar e também áàqueles alunos de 
ensino médio cujo interesse se focaliza em adquirir uma formação mais consistente na área 
de Matemática. 

No desenvolvimento dos capítulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir uma 
ordem lógica na apresentação de conceitos e propriedades. Salvo algumas exceções bem 
conhecidas da Matemática elementar, as proposições e os teoremas estão sempre acompa- 
nhados das respectivas demonstrações. 

Na estruturação das séries de exercícios, buscamos sempre uma ordenação crescente 
de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questões que envolvem 
outros assuntos já vistos, levando o estudante a uma revisão. A sequência do texto sugere 
uma dosagem para teoria e exercícios. Os exercícios resolvidos, apresentados em meio aos 
propostos, pretendem sempre dar explicação sobre alguma novidade que aparece. No final de 
cada volume, o aluno pode encontrar as respostas para os problemas propostos e assim ter 
seu reforço positivo ou partir à procura do erro cometido. 

A última parte de cada volume é constituída por questões de vestibulares, selecionadas 
dos melhores vestibulares do país e acompanhadas das respectivas respostas. Essas ques- 
tões podem ser usados para uma revisão da matéria estudada. 

Aproveitamos a oportunidade para agradecer ao professor dr. Hygino H. Domingues, au- 
tor dos textos de história da Matemática que contribuem muito para o enriquecimento da obra. 

Neste volume, fazemos o estudo analítico da reta, da circunferência e das cônicas. Há 
ainda mais sobre curvas no capítulo intitulado “Lugares geométricos”. Nesse nível, o estudo 
das cônicas está incompleto, pois essas curvas são estudadas apenas nos casos em que 
ocupam posição particular em relação aos eixos coordenados. 

Finalmente, como há sempre uma certa distância entre o anseio dos autores e o valor 
de sua obra, gostaríamos de receber dos colegas professores uma apreciação sobre este 
trabalho, notadamente os comentários críticos, os quais agradecemos. 
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Consideremos dois eixos x e y perpen- 
diculares em O, os quais determinam o pla- 
no a. 


Dado um ponto P qualquer, PE a, con- 
duzamos por ele duas retas: 


xx e y'//y 


Denominemos P, a interseção de x com 
i à x". 
"e P, a interseção de y com x' 


Nessas condições definimos: 
a) abscissa de P é o número real xp = OP1 
b) ordenada de P é o número real yp = OP> 


c) coordenadas de P são os números reais xp e yp, geralmente indicados na 
forma de um par ordenado (xp, yp), em que xp é o primeiro termo 


d) eixo das abscissas é o eixo x (ou Ox) 
e) eixo das ordenadas é o eixo y (ou Oy) 


f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o 
sistema xOy 


£g) origem do sistema é o ponto O 
h) plano cartesiano é o plano a. 
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2. Exemplo: 
Vamos localizar os pontos A(2,0), B(O, —3), C(2, 5), D(—-3, 4), E(— 7, —3), 
F(4, —5), >. 5) e (5-5) no plano cartesiano, lembrando que, no par 


ordenado, o primeiro número representa a abscissa e o segundo, a ordenada do 
ponto. 


lt ATA: 


3. Teorema 


Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos pares 
ordenados (xp, Yp) de números reais existe uma correspondência biunívoca. 


Demonstração: 


12 parte 


As definições dadas anteriormente indicam que a todo ponto P PE a, corres- 
ponde um único par de pontos (P,, P5) sobre os eixos xe y respectivamente e, por- 
tanto, um único par ordenado de números reais (xp, Yp) tais que xp = OP, e yp = OPS. 


Esquema: P — (P,,P5) — (xp, Yp) 
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22 parte 


| Dadoo par ordenado de número reais (xp, yp), existem P, Ex e P, E y tais que 
OP4 = Xp € OP> = Yp. 


Se construirmos x' // xporP,ey' //y por P,, essas retas vão concorrer em P. 
Assim, a todo par (xp, Yyp) corresponde um único ponto P, PE a. 


Esquema: (x,y) > (PP) SP 


4. —Notemos que os pares ordenados (4, 2) 
e (2, 4) não são iguais. Eles se diferenciam 
pela ordem de seus termos e, portanto, não 
representam o mesmo ponto do plano car- 
tesiano. 


De maneira mais geral, sea e b são 
números reais distintos, então: 


(a, b) + (b, a) 


5. A principal consequência deste teorema é que em Geometria Analítica 
Plana: 


a) “dar um ponto P” significa dar o par ordenado (xp, yp); 
b) “pedir um ponto P” significa pedir o par de coordenadas (xp, yp); 
c) todo ponto P procurado representa duas incógnitas (xp e yp). 


II. Posições de um ponto em relação ao sistema 


6. Oseixos xe y dividem o plano carte- y 
siano em quatro regiões angulares chama- 
das quadrantes, que recebem os nomes 


pa . 2. 2º quadrante | 1º t 
indicados na figura. E evidente que: ni NR 


Pe 1º quadrante o x =0 e yp=0 


Pe 2º quadrante & x <0 e y=0 


3º quadrante | 4º quadrante 


Pe 3º quadrante o x <0 e yp<=0 


Pe 4º quadrante & x =0 e yp<=0 
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Z. Um ponto pertence ao eixo das abscissas se, e somente se, sua ordenada 
é nula: 


PEeOkx o yp=0 


Isso significa que o eixo das abscissas é o conjunto dos pontos de orde- 
nada nula: 


Ox=((a,0)Ja ER) 


Notemos que, para todo número real a, o ponto (a, O) pertence ao eixo 
das abscissas. 


8. Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se, e somente se, sua abscissa 
é nula: 


PEOy S&S x =0 


Isso significa que o eixo das ordenadas é o conjunto dos pontos de abs- 
cissa nula: 


Oy =((0,b)|b ER) 


Notemos que, para todo número real b, o ponto (O, b) pertence ao eixo 
das ordenadas. 


9. Um ponto pertence à bissetriz dos 
quadrantes ímpares se, e somente se, ti- 
ver coordenadas iguais: 


PEbis S&S xp=Yp 


Isso significa que a bissetriz bis é 
o conjunto dos pontos de coordenadas 
iguais: 


bis =[((a,a)Ja ER) 


Notemos que, para todo a real, o ponto 
(a, a) pertence à bissetriz b,a. 
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10. Um ponto pertence à bissetriz dos 
quadrantes pares se, e somente se, tiver 
coordenadas simétricas: 


PEba S&S xp=—Yp 


Isso significa que a bissetriz by, é O 
conjunto dos pontos de coordenadas simé- 
tricas: 


bos = [(a, -a)Ja ER) 


Notemos que, para todo a real, o pon- 
to (a, —a) pertence à bissetriz bos. 


11. Se uma reta é paralela ao eixo das abscissas, então todos os seus pontos 
têm a mesma ordenada. 


Se uma reta é paralela ao eixo das ordenadas, então todos os seus pon- 
tos têm a mesma abscissa. 


Também valem as recíprocas dessas duas propriedades. 


EXERCÍCIO 


41. Dados os pontos: 


A(500, 500) E(O, 0) (0, 8198) 

B(-600, —600) F(711, 0) J(m, m/3) 

C(715, —715) G(O, 517) K(y2, —2) 

D(-1002,1002)  H(-321,0) (8. 18) 

indique quais são pertencentes: 

a) ao primeiro quadrante; e) ao eixo das abscissas; 

b) ao segundo quadrante; f) ao eixo das ordenadas; 

c) ao terceiro quadrante; g) à bissetriz dos quadrantes ímpares; 
d) ao quarto quadrante; h) à bissetriz dos quadrantes pares. 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO 


III. Distância entre dois pontos 


12. Dados dois pontos A(x,, y1) e B(x,, y5), calculemos a distância d entre 
eles. 


1º caso: AB // Ox 
d = das, = |x2 — x4| 


2º caso: AB // Oy 
o Rios ly> — Ya 


3º caso: AB X Ox e AB X Oy 


Temos inicialmente: 


AC Ox > yc=Y c 
BC/Oy > x0=x2[ > XY) 


De acordo com os casos iniciais, temos: 
dac = |Xc — xa] = |x2 — x4| 


dec = |ys — Yel = |y2 — Yi4l 


Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo ABC, temos: 


d2 = dão + dão = (x2 — x4)2 + (y2 — y4)2 


e então: d = V(xo — x4)2 + (yo — y4)? 
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13. Exemplo: 
Calcular a distância entre os pontos A(-2, 5) e B(4, —3). 


d=N(x, — x4)2 + (yo — y4? =V(4+22+(-3-5)2=V36+ 64 =10 
Observemos que, se mudarmos a ordem das diferenças, d não se altera: 


d=NVOy — x) +(yy — yo)? =N(-2 — 42 + (5 + 3) =V36 + 64 = 10 


14. Convém observarmos que, como a ordem dos termos nas diferenças de 
abscissas e ordenadas não influi no cálculo de d, uma forma simples da fórmu- 
la da distância é: 


d = (AX)? + (Ay? 


em que Ax = x, — x, OU Ax = x, — xo (é indiferente); Ay = y, — y, OU Ay = Yy — Yo 
(é indiferente). 


EXERCÍCIOS 


2. Sendo A(3, 1), B(4, —-4) e C(—2, 2) vértices de um triângulo, classifique-o quan- 
to aos seus lados e ângulos. 


3. Calcule a distância entre os pontos A(1, 3) e B(—-2, 1). 
4. Calcule a distância do ponto P(3, —4) à origem do sistema cartesiano. 


5. Calcule a distância entre os pontos A(a — 2,b + 8)e B(a + 4, b). 
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6. Calcule o perímetro do triângulo ABC, sendo dados A(3, 1), B(-1, 1) e C(-1,4). 


7. Prove que otriângulo cujos vértices são A(2, 2), B(—4, —6) e C(4, —12) é retângulo. 


Solução 


Para demonstrar que um triângulo é retângulo basta provar que as medidas 
dos seus lados verificam o teorema de Pitágoras: “O quadrado da medida 
do maior lado é igual à soma dos quadrados das medidas dos outros dois 
lados”. 


de= (Ax2 + (Ay)2 = (2 + 4)2 + (2 + 6)2 = 100 
dac= (AX)? + (Ay)? = (4 + 42 + (—6 + 129 = 100 
dêa= (Ax2 + (Ay)? = (2 — 42 + (2 + 1272 = 200 
Então déa= die + dãc- 


8. Determine x de modo que o triângulo ABC seja retângulo em B. São dados: 
A(—2, 5), B(2, —1) e €(3, x). 


9. Se P(x, y) equidista de A(—3, 7) e B(4, 3), qual é a relação existente entre x ey? 


Solução 


da — dee MES y= 7-4 Eiy= Sp 
então: 

ME o ORO NE tg = sc do vo OVO 
(6x — 14y + 49) - (-8x + 16- 6)=0 E a 
14x- 8y+33=0 

Resposta: 14x — 8y + 33 = 0. 


10. Dados A(x, 3), B(—1, 4)e C(5, 2), obtenha x de modo que A seja equidistante deBec. 


11. Determine o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas, sabendo que é equi- 
distante dos pontos A(2, —1) e B(3, 5). 


12. Determine o ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares, que equidista de 
A(O, 1) e B(—2, 3). 


13. Dados os pontos A(8, 11), B(—-4, —5) e C(—6, 9), obtenha o circuncentro do 
triângulo ABC. 
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Solução 


O circuncentro (centro da circunferência circunscrita A 
ao triângulo) é um ponto P equidistante dos três 
vértices, 


P(x, y) E dpa = dpp 


(2) dps = dpo é 


(1)(x-82+(y-112=(x+42+(y+ 5)? 

Eis LEX od = 22y6m Di ex pos Vo Oy 26 
—24x — 32y = —144 

3x + 4y=18 (3) 

(O Aves = po yo 9% 

XE mex 16 + Vê 4 10y 525 = + 12x se ye bh isya es 
—4x + 28y = 76 

x— 7Ty=-19 (4) 

De (4), temos x = 7y — 19, que substituindo em (3) dá: 

3(/y — 19) + 4y = 18 5 25y= 75 5 y=3 5 x=7:3-19=2 
Resposta: P(2, 3). 


Dados os pontos M(a, 0) e N(O, a), determine P de modo que o triângulo MNP 
seja equilátero. 


Dados os pontos B(2, 3) e C(—4, 1), determine o vértice A do triângulo ABC, 
sabendo que é o ponto do eixo y do qual se vê BC sob ângulo reto. 


Solução 
(1)AEy 
A(x, 
E E AC | AB 


E E e q 2 2 
(2) dac + das = dec 
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De (2) temos: 
x+42+(y-12+(x-22+(y-32=(2+42+(3-1)72 
Levando em conta que x = O, temos: 
16+(y92-2y+1)+4+(92-6+9)=36+4 

—8y-10=0 > y)-4-5=0 >y=-10u y=5 
Resposta: A(O, —1) ou A(O, 5). 


16. Dados A(5, —2) e B(4, —1), vértices consecutivos de um quadrado, determine 
os outros dois vértices. 


17. Dados A(1, 2) e C(3, —4), extremidades da diagonal de um quadrado, calcule as 
coordenadas dos vértices B e D, sabendo que xp > Xp. 


IV. Razão entre segmentos colineares 


15. Dados três pontos colineares A, Be C 
(com A £ B = C), chama-se razão entre os 
segmentos orientados AB e BC o número real 
rtal que: 


Sendo r o quociente entre as medidas 
algébricas de AB e de BC, temos: 


1º) se AB e BC têm o mesmo sentido, então a razão r é positiva; 


2º) se AB e BC têm sentidos opostos, então a razão r é negativa. 


16. Exemplo: 


Para esclarecermos a definição dada, consideremos sobre um eixo e os 
pontos C, D, E, F, G, H, |, Jtais queF=AeH=BecoD, DE, EF, FG, GH, HI, Ú, 
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têm comprimento £ e calculemos as razões: 


BC B E BF BG B | BJ 
( ( Ag e. Be 4 e 
SS 
Ç D E F G H J 
BM 2 BM O, 
BC  —5 5 BG 
dE a 
BD -4 2 BHO é 
BH? BH, 
BE  =S 3 BL t 
BM LEA 
EF  =2E BJ 2 


1Z. Uma pergunta importante é “como se poderia cacular o valor de r = ce quan- 
do são dadas as coordenadas de A, Be C?”. 


Uma primeira ideia seria tentar responder à pergunta usando a fórmula da 
distância entre dois pontos: 


V(xe — xa)2 + (ye — ya) 
V(xc — xB)2 + (yc — yB)? 


mas esta não é uma saída aceitável porque, além de ser trabalhosa, daria sempre 
um resultado r = O uma vez que dividimos distâncias e não medidas algébricas. As- 


sim, quando AB e BC têm sentidos opostos, erramos o sinal da razão. 


Para contornar essa dificuldade, a ideia é projetar os segmentos AB e BC sobre 
os eixos coordenados e observar o que acontece com as projeções. Vejamos: 
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1º caso: a reta AB não é paralela a Ox e nem a Oy. 


Aplicando o teorema de Tales às 
transversais do feixe de paralelas AA1, BB1 
e CC4, temos: 


AB AB; 
ES so (4) 
BC BC, 

Aplicando analogamente o teorema 
de Tales às transversais AA», BB> e CCo, 
temos: 


AB AsB 
= É (2) 
BC B5C5 
Supondo que À = (x4,y1), B = (x,,y5) e C = (xa, y3), à partir das igualdades 
(1) e (2), temos: 


DE EDS = 
BoC5 Ya 7 Y2 


2º caso: a reta AB é paralela ao eixo Ox. 


Neste caso só existe o primeiro feixe 
de paralelas AA1, BB, e CC4 e então: 


3º caso: a reta AB é paralela ao eixo Oy. 


Neste caso só existe o feixe de para- 
lelas AA», BB> e CC> e então: 


pAB = Boto PR es 
BC Bj y3— Yo 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO 


18. Exemplo: 


Dados os pontos A(3, 7), B(5, 11) e C(6, 13), calcular a razão entre os seg- 
mentos AB e BC. 


Calculando pelas projeções no eixo Ox, temos: 


a e ne RR 
E GED 4 


Calculando pelas projeções no eixo Oy, temos: 


mea a AS q ad 
Y3— Yo 13 — 11 2 


É claro que só poderíamos ter obtido resultados iguais. 


V. Coordenadas do terceiro ponto 


19. Dados dois pontos A(x, y1) e B(xp, 5), é possível calcular as coordenadas 
(xa, Y3) de um terceiro ponto C pertencente à reta AB, desde que conheçamos a razão 
entre dois segmentos com extremidades nesses pontos. Por exemplo, se sabemos 


AB 
o valor de r = ==, temos: 
BC 


X2 — X = 
ps os pad A 
X3 — Xo Yy3 7 Y2 


equações a partir das quais é possível calcular xa e ya. 


20. Exemplo: 


Obter as coordenadas do ponto C da 
reta AB, sabendo que A = (1,5), B = (4,17) e 


po ÂC 
CB 
Temos 
PRRRAS RAS NR Kd =) es dBros = 
SE É RE 2535 x3-—-1=8-2%3 5 x3=83 
yYy37Y y3-5 
[=D =9 50 =2925 —5=34-2y5 > = 13 
= YE = ya Ya ya 


Então C = (3, 13). 
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21. Ponto médio 


No caso particular de C ser o ponto médio do segmento AB, então r = E =1 


e daí: 
ud ã PR fe É 
X2 — X3 yo — Y3 


de onde vem: 
XX =X—X3 € yYy37Y=Y27Y3 


e finalmente: 


— Xy + X 


+ 
xa — SLOT dA 


22. Exemplo: 


Obter o ponto médio do segmento AB quando A = (7, —-1)e B=(-3,11). 


Temos: 
+ =: 
q = Uia. I+03 > 


der (Ra 


Ya 2 5) 5 


Então C = (2,5). 


EXERCÍCIOS 


18. Calcule a razão E sendo dados os pontos A(1, 4), e(á, 3) eC(—-2, —2). 


19. Dados A(5,3)e B(—1, —3), seja C a interseção da reta AB com o eixo das abs- 


cissas. Calcule a razão (de) 
; CE)" 
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20. Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB em três 
partes iguais, sabendo que A = (—-1, )e B= (11, —8). 


Solução 
19) 


Conhecemos a razão r = — = e então: 


Di 
1 9 
Xc — Xa Xa + r XB (1) + 5) 3) 2 
= ff Xc = = = = 8 
Xp — Xe 1+r (4 À 3 
2 2 
dl 6 
n+ (5) e 
Yc a a e RE 
Ys — Yc É dos 14 À 3 
» 2 
2º) — E 
A (a D B 
O) = 
Conhecemos a razão r' = DE = 2, então: 
É Mto (CDH 
ni 1+r' 1+2 3 
ú Da O (asa 
E 1+r' 1+2 3 
Observemos também que D é ponto médio de BC: 
xp = BtXo - (UD+(3) 7 Ena 


Resposta: C(3, 2) e D(7, —3). 
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21. Determine os pontos que dividem AB em quatro partes iguais quando A = (3, —2) 
e B = (15, 10). 
22. Até que ponto o segmento de extremos A(4, —2)e B E 1) deve ser prolon- 


gado no sentido AB para que seu comprimento triplique? 


23. Calcule o comprimento da mediana AM do triângulo ABC cujos vértices são os 
pontos A(O, 0), B(3, 7) e C(5, —1). 


Solução 
O ponto M é tal que: A 
Xp + Xe 3+5 
BAT Ato ee 
ao 2 2 
= Mary - tre) 
E B M C 


O comprimento da mediana AM é a distância entre A e M: 
dam = V(xm — xa)2 + (ym — ya)2 = Wilto «ar 4 = 5 


Resposta: dam = 5. 


24. Dados os vértices P(1, 1), (3, —4) e R(—5, 2) de um triângulo, calcule o com- 
primento da mediana que tem extremidade no vértice Q. 


25. Dados os vértices consecutivos, A(4, —2) e B(3, —1), de um paralelogramo, e o 
ponto E(2, 1), interseção de suas diagonais, determine os outros dois vértices. 


26. Do triângulo ABC são dados: o vértice A(2, 4), o ponto M(1, 2) médio do lado AB 
e o ponto N(—1, 1) médio do lado BC. Calcule o perímetro do triângulo ABC. 


Solução 
1º) M é o ponto médio de AB. Então: A 
e RA M 
+ + 
yu = É yB = me yB > y=0 
2 2 B N E 


Portanto, B(O, 0). 
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COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANC 


2º) Né o ponto médio de BC. Então: 


Xp + Xe 


Portanto, C(—2, 2). 

3º) perímetro = das + dpc + doa = 
=i(2-02+(4-02+vV(0+22+(0-22+J2+2P+(4-2P= 
= 20 + 8 + 20 = 4/5 + 242 = 2(2/5 + 2) 

Resposta: (25 + 2). 


Se M(1, 1), N(0, 3) e P(-2, 2) são os pontos médios dos lados AB, BC e CA, 
respectivamente, de um triângulo ABC, determine as coordenadas de A, Be C. 


Calcule as coordenadas do baricentro do triângulo ABC cujos vértices são 
A(xa, Ya), B(xg, YB) € C(Xc, Yo). 


Solução 


O baricentro G é a interseção das medianas 
do triângulo. 

Tomando um triângulo ABC e construindo as 
medianas AM e BN, formamos os triângulos, 
ABG e MNG que são semelhantes. Portanto: 


NOR As 
GM MN £€ 
2 
isto é, G divide a mediana AM na razão 2. Então: 
Xp + Xc 
e nes OS > = Xa TX +X 
& 41+2 3 3 
ys + Yc 
post 
E ani 2y A 2º YWtYstYo 
doio qrEso E 3 


Xa + Xp + Xc nto dio) 


R t al 
esposta 3 
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A conclusão tirada no problema anterior, isto é, o fato de que “as coordena- 
das do baricentro são as médias aritméticas das coordenadas dos vértices” 


poderá ser utilizada a seguir em outros problemas de Geometria Analítica. 


29. O baricentro de um triângulo é G(5, 1) e dois de seus vértices são A(9, —3) e 
B(1, 2). Determine o terceiro vértice. 


21 


30. O baricentro de um triângulo é (2, a] o ponto médio do lado BC é no, E 


| el 


e o ponto médio do lado AB é VES 2). Determine os vértices A, B, C. 


31. Determine os vértices B e C de um triângulo equilátero ABC, sabendo que o 
ponto médio do lado AB é M(3, 1) e A é a origem do sistema. 


Solução 
1º) Obter B (€ 
xy — Jade = (3-2 = xa = 243 


= Ya +tyB = O rye 
Eus 


YM > yp=2 


2º) Obter C A M B 
Temos: 


t= de as 022 02=4 


(1) dc = € = E = 0) ty =D) = 16 


Cha y) I (2) dec = £ (2)bx— 23 + (y— 22=16 7 


[Ee 
(22 +y2- 4)3x— 4y=0 


De (1) em (2) resulta: 16 — 43x — 4y = 0 > y = 4 — 3x, que substituindo 
em (1) dá: 


2 +(4-V3x)2=16 > x2+16- 8/3x+ 3x2 = 165 
> 442 -8/3x=0 > x=00ux=N3> 
> y=40ouy = —2 (respectivamente) 


Resposta: B(23, 2) e C(0, 4) ou C(2N3, —2). 
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COORDENADAS CARTESIANAS NO 


Num a ABC são dados: 
1)A(-4,3) 

22M = H ai ponto médio de AB 
3) dac = 

) dec = 10 

Obtenha o vértice C do triângulo. 


( 
( 
( 
(4 


PLANO 


Prove que os pontos médios dos lados do quadrilátero de vértices A(a, b), 
B(c, d), C(e, f) e D(g, h) são vértices de um paralelogramo. 


Solução 


1º) Aplicando a fórmula do ponto médio, determinemos M, N, Pe Q: 


B N 


A Q 


2º) Provemos que as diagonais do quadrilátero MNPQ se cortam ao meio, 
isto é, os seus pontos médios, Re S, são coincidentes: 


Cine rosa 


AE 
Ra op 2 2 .are re ra 
2 2 4 
R 
dr bah 
Dina 2 A -b+d+f+h 
Ê 2 2 4 
arc  ers 
e ta espe e 
S) 2 > 4 
S 
btd | f+th 
O ae 2 = lose tlso srdi 
's 2 2 4 
R = S > MNPQ é paralelogramo. 
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34. O quadrilátero de vértices (=, a] elo, aa C(1, —1) e (3, a é um 
o 2 2 2" 2 
paralelogramo? Justifique. 


VI. Condição para alinhamento de três pontos 


23. Teorema 


Três pontos A(x,, y1), B(x5, y2) e C(xs, y3) são colineares se, e somente se, suas 
coordenadas verificam a igualdade: 


(x2 — Xa)lya — y2) = (x3 — xo)(yo — Ya) 


1º parte 
Hipótese Tese 
A, B,Ccolineares | = | (x2—XY3 — Y2) = (X3 — Xo)ly2 — Y4) 
Demonstração: 


Pode ocorrer uma das três situações seguintes: 
1º) dois dos pontos coincidem (A = B, por exemplo). 
Neste caso x, = x)ey = ye daí: 

(xo — X1)ly3 — Y2) = 0 -(y3 — y2) = O 

(xa — Xo)(y> — y1) = (x3 — x): 0 = O 

e está provada a tese. 


2º) os três pontos são distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos 
eixos (paralela ao eixo Ox, por exemplo). 


Neste caso y, = y2 =y3€ daí: 
(xo — Xa)ly3 — Yo) = (xo — x4) + O = O 
(xa — Xo)(y2 — y4) = (X3 — x): O = O 
e está provada a tese. 


3º) os três pontos são distintos e pertencem a uma reta não paralela a Ox nem 
a Oy. 
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, -. AB 
Neste caso, seja r a razão BC Temos: 


X2 — X = 
= *& Log p= 


X3 — X2 Y3 — Y2 


2X —X — 
Daí 2X - Y27 16 decorre que: 


X3 — X2 y37Y2 


(x2 — Xa)lya — Y2) = (x3 — xo)(yo — Ya) 


2º parte 
Hipótese Tese 
(x2 — Xa)(y3 — Y2) = (X3 — Xo)(y2 — Ya) | > | A, B, C colineares 
Demonstração: 


Pode ocorrer uma das três situações seguintes: 

1º) x3 — xo = O (ou seja, x = Xa) 

Neste caso, a hipótese fica sendo (x, — x,)(y3 — y5) = O e então: 
x —x =0 ou y3—y=0 


Se x, — x, = O, resulta x, = x = x)e então A, B, C ficam colineares por per- 
tencerem à mesma reta paralela ao eixo Oy. 


Seya3 — y, = O, resultay, = y3 ex, = xe então A, B, C ficam colineares por- 
que Be C coincidem. 


2º)y2 — y4 = O (ou seja, yy = Yo) 
Neste caso, a hipótese fica sendo (x, — x,)(y3 — y5) = 0 e então: 
x —x=0 o y3—y=0 


Sex, — x, = O, resultax, = x,ey, = y eentão A, B,C ficam colineares por- 
que AecC coincidem. 


Seys — yo = O, resultay, = y, = yze então A, B, C ficam colineares por per- 
tencerem à mesma reta paralela ao eixo Ox. 
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3)x)— x» *H0ey-—y *0 


Neste caso, resulta da hipótese que: 


(x2 — Xa)lya — Y2) = (Xx3 — xo)ly2 — y4) É O 


e daí vem: 
XX .Y27Y 


X3 — X2 y37Y2 


Então os triângulos ABD e BCE são retân- 
gulos e têm lados proporcionais, logo são seme- 
lhantes. Por isso temos « = B e resulta que os 
pontos A, B, C estão alinhados. 


Nota 


A condição para alinhamento de três pontos 


(xo — X)lya — Yo) = (X3 — Xo)ly2 — Y4) 


pode ser expressa de outra forma mais simples de memorizar. Vejamos: 


(x2 — Xa)lya — Y2) — (Xx3 — xo)lyo — y4) = O 
XoY3 — Xoy5 — XaYa + XaY2 — XaY2 + Xay4+ Xays — Xoyy = O 


Xa(yo — Y3) — Ya(xo — X3) + (Xoy3 — Xay2) — O 


XxX y 1 
X> Yo 1/=0 


Xa Ya à 
(Ver no final deste capítulo o desenvolvimento de determinantes pela regra de 
Laplace.) 
24. Exemplos: 


1º) Mostrar que A(—1, 1), B(1, 3) e C(7, 9) são colineares. 


X4 y4 1 == 1 al, 
3 1 11 13 
9 1 741 7 9 
X3 Ya 1 79 1 


=+6+6-12=0 5 A,B,C colineares 
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2º) Para que valores de x os pontos A(x, x), B(3, 1) e C(7, —3) são colineares? 
x x 1 
A, B, Ccolineares > D=|3 1 1/-0 
1-3 1 


3 1 
-3 1 71 7 —3 
=8x-16=0 > x=2 


[= ataas- 


EXERCÍCIOS 


35. Os pontos A(2, 7), B(-3, 0) e C(16, 5) são colineares? 


36. Determine y para que os pontos A(3, 5), B(-3,8) e C(4,y) sejam colineares. 


Solução 354 
A, B, Ccolineares > |-3 8 1]-05 
4 y 41 


= “lis — (8) > WS ar 8) ar (BA C i) = = 12 — yr = 05 
> 6y = 27 >y=5 
Resposta: p= 


2 


37. Ospontos(2, —3),(4,3)e (5, Ho) estão numa mesma reta. Determine o valor de k. 


38. Se o ponto (q, —4) pertence à reta que passa pelos pontos (0, 6) e (6, 0), de- 
termine q. 


39. Mostre que A(a, —3a), B(a + 3, —-3a — 1) e C(a + 5, —3a —2) são colineares 
para todo valor real de a. 
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40. Se A(O, a), B(a, —4) e C(1, 2), para que valores de a existe o triângulo ABC? 


Solução 


Existe o triângulo se a E Re os pontos A, B, C não são colineares. Impon- 
do o alinhamento: 
XxX ya 1 (0) a 1 


= a 1 
D=|x, ys 1|=la -4 1|=0 então -a- 
4 à 


a —4 
do o 


qa 


[= 
Xc Yo 1 gu 2» al 

isto é: 

—a(a-1)+(22a+4)=0 > à2-3a-4=0 dondea=-10oua=4 

Resposta: arealja* —-1 e az4. 


41. O ponto P(3, m) é interno a um dos lados do triângulo A(1, 2), B(3, 1) e C(D, —4). 
Determine m. 


42. Dados A(10, 9) e B(2, 3), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta o eixo 
das abscissas. 


43. Dados A(3, —1) e B(7, — 5), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta o eixo 
das ordenadas. 


44. Dados A(1, 5) e B(3, —1), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta a bisse- 
triz dos quadrantes ímpares. 


45. Dados A(1, —5) e B(—1, —9), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta a 
bissetriz dos quadrantes pares. 


46. Dados A(—3, 4)e B(2,9), C(2, 7)e D(4, 5), obtenha a interseção das retas ABe CD. 
Solução 


Seja P(x, y) a interseção das retas. 


Como P, B, A são colineares, temos: 


my q 
2 & d|=0 5 
=S0 14, 4 


= lodo yr So SW 7 (ul) 
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Como P, C, D são colineares, temos: 

mw dá 

271]-052X+2y-18-=0 5 x+y=9 (2) 

a Ii dl 

Somando (1) e (2), vem:2x=2 5 x=15 1+y=9 5 y=8 
Resposta: P(1, 8). 


Determine P(xo, Yo) colinear simultaneamente com A(O, 3) e B(1, 0) e com 
C(1, 2) e D(O, 1). 


Determine o ponto P da reta AB que está à distância 5 da origem. Dados 
A(O, —25) e B(—-2, —11). 


Solução 

(1) dop = 5 (ie O + ly 0225 
P(x, y) a x wa 

(2) P, A, B colineares (2)] O —25 414]-0 


= e=álíl dl 


De (2): —14x — 2y — 50 = 0 5 y = —7x — 25 que, substituindo em 
(1), dá: 


x2+(—-7x— 252 = 25 > x2+ 49xX2+4 350x+ 625 = 25 > 
=> 50x)+ 350x+600=0 >x=-30ux=-4> 

> y=-—-4 ou y=+3 (respectivamente) 

Resposta: P(—-3, —4) ou P(—4, 3). 


Determine na reta AB os pontos equidistantes dos eixos cartesianos. Dados: 
A(2,3)e B(—5, 1). 


VII. Complemento — Cálculo de determinantes 


25. 


D= 


Um determinante de 2º ordem 


dq da 
do do22 
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é calculado pela fórmula: 


D-am':az— ao: am 


Exemplo: 
1 =D 
E 7 1:7-(-5D).4=7+420=27 


Um determinante de 3º ordem 


dq do ds 
D=|92 92» do3 


ds, da2 dass 


de acordo com o teorema de Laplace, é calculado da seguinte maneira: 


1º) escolhe-se uma linha ou coluna qualquer de D; 


2º) multiplica-se cada elemento da linha ou coluna escolhida pelo determi- 
nante de ordem 2 que se obtém suprimindo em D a linha e a coluna à qual perten- 


ce o elemento tomado; 


3º) multiplica-se cada produto pelo cofator que é dado por A; = (—1)' +), sen- 
do Aj o elemento tomado e i + j a soma de seus índices. Se o expoente obtido for 


par, o cofator será 1; e se o expoente for ímpar, o cofator será —1. 
4º) somam-se os três produtos obtidos. 
26. Exemplos: 


1º) Desenvolvimento de D pela 1º linha: 


do d22 
as1 da32 


d21 d23 
ds1 d33 


d22 dos 
dz2 das 


D=(+1)- am +(—1) - as2 + (+1) - ass = 


= ayn(az>* A33 — Ago * doa) — AsolaDy * A33 — Agg * 23) + AsalaDs * Agp — gy * AD2) 
2º) Desenvolvimento de D pela 3º linha: 


dq dg 
d21 dz 


dq dg 
d21 d23 


dio da 
d22 d23 


D=(+1)- ag + (—1) - as2 + (+1) - asas = 


= aas(aso * Ao3 — Ap2* B43) — Ago(agy * Ao3 — AD * A43) + Aga(as * apo — AD * 49) 
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3º) Calcular D 

132 
DES as o o 

431 

Temos, pela 1º linha: 
5 2 
31 


2 2 
41 


D=+1: 


a 


+21 
43 


- 


BA e DD aiBpÃ A fo DADE = ACRE 
1(5-6)-32-8)+2(6-20)=-1+18-28=-11 


EXERCÍCIO 


50. Calcule os determinantes: 


3 o q O 00 
aa O E=l4 23 
6 -10 -2 4 5 6 

x y 1 100 
Belo dO 4 Fel 3-5 
3 -2141 7 6 3 
41141 1241 
C=l2 3 6 G=|1 31 
4 9 36 1 4 1 
2. -<d 4d o dê q 
D=|5 04 H=|4 5 41 
o 3141 674 


N 


Fundamentos de Matemática Elementar 


Teorema 


“A toda reta r do plano cartesiano está associada ao menos uma equação da 
forma ax + by + c = O em que a, b, c são números reais, a + Ooub £ 0,e (x,y) 
representa um ponto genérico de r.” 


Demonstração: 


Sejam Q(x,, Y4) € R(x,, Y,) dois pontos 
distintos do plano cartesiano. Isto significa 
que X,, Y4» X>, Y, São números reais (constan- 
tes) conhecidos. 

Seja r a reta definida pelos pontos Q e 
R. Se P(x, y) é um ponto que percorre r, então 
x ey são variáveis. Como P, Q, R são colinea- 
res, temos necessariamente: 


R 


x y 1 
xXx YyYy 1|-0 
XxX y 1 
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Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, temos: 


x 1 
1 


y 1 
y 1 


XY 
ye gticlo 4]=0 


&. 2 3% 
(y4 - Y5) X + (X, - X4) y+ (x,y, - Xy4) = 0 
ES S 


a b fo) 


Fazendo y, —y, ax, -—xXx,=b e x,y, — x,y, — €, decorre que todo ponto 


P E r deve verificar a equação 


chamada equação geral de r. 


28. Comentários 


1º) Ficou provado que toda reta (não importa qual seja sua posição) tem equa- 
ção geral. 


2º) Convém notar que a mesma reta admite várias (infinitas) equações gerais, 
pois, se usarmos Q'(x;,y1) e R'(x,, y5) para definirmos r,com Q'  Qe R' + R, obteremos 
provavelmente uma outra equação: a'x + b'y + c' = O. Veremos, no 3º caso do item 39, 
que a'x + b'y + c' = O é, entretanto, equivalente a ax + by + c = 0. 


Isso significa que a toda reta r do plano cartesiano está associado um conjunto 
de equações equivalentes entre si. 


3º) Os coeficientes a e b não podem ser simultaneamente nulos, pois: 


a=-05y-y»=>05y=y 


|= Q=R 


bD=0>5>x-—-Xx=05x%=% 


e Q + R por hipótese. 


29. Exemplos: 


1º) Obter a equação da reta que passa 
por Q(4, 3) e R(O, 7). 


Entendemos por equação da reta OR a 
condição que as coordenadas do ponto P(x, y) 
devem satisfazer para que P seja colinear 
com Qe R.SeP, Qe R são colineares, então: 
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=05 4x +4y-28=0 5 x+y—-7=0 


wN< 
PRE 


x 
(0) 
4 


isto é, todo ponto da reta OR deve apresentar soma das coordenadas igual a 
sete. 


2º) Obter a equação da reta da figura. 


Devemos escolher dois pontos dados 
para montar o determinante juntamente com 
o ponto (x, y) variável. Se escolhermos (2, 1) e 
(1, O), vem: 


xy 1 
211/-05x-y-1=0 
101 


Se escolhermos (4, 3) e (0, —1), vem: 


x 71 
4 3 1/-05 4x-4y-4=0 
Oo -11 


que é equivalente à anterior. Assim, a equação da reta é x — y — 1 = O (a mais sim- 
ples) ou qualquer equação equivalente a esta. 


30. Teorema 


“Atoda equação da forma ax + by + c=0,coma,b,ceR,a *00ub zo, 
está associada uma única reta r do plano cartesiano cujos pontos P(x, y) são as 
soluções da equação dada.” 


Demonstração: 


Faremos a demonstração apenas para o caso geralem quea + 0eb 0. 


Sejam P,(x,, Y4), Po(Xo, Y5) € Pa(Xa, Y5) três pontos dois a dois distintos que 
satisfazem a equação dada. Então, temos: 
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—b — € 
ax, +by, +c=0 > ax=-by,-—c > x= A 
=byp — € 
ax, +by, +tc-0 => ax=-by-—-c > x= a 
—b — € 
ax, +tby,tc=0 > ax=-by,-—-C > x= = 
Temos ainda: 
(= a Bam fi b(y, — Yo)lya — Yo) 
(x, — Xy)y3 — Y5) — 2 = 1 “(ya — Yo) = 1 a 2 
EM decoro b(yo — Ya)(y2 — Ya) 
CD O a = RR 2 


então (x, — x)Yys — Y5) — (X3 — X5)(y5 — Y4), portanto P,, P, e P, são colineares. 


Está provado que todo ponto P, (variável), que satisfaza condição ax + by +c=0, 


pertence necessariamente à reta P,P, (que existe e é única), à qual daremos 
o nome r. 


31. Comentários 


1º) Esse teorema mostra que, dada a equação ax + by + c = O, o conjunto 
dos pares (x, y) que a satisfazem é uma reta. 


Exemplo: 


Construir o gráfico dos pontos que veri- 
ficam a equação x + 2y — 6 = O. 


Como já sabemos, o gráfico é uma reta 
e, para localizá-la, basta localizar dois de 
seus pontos. Assim, temos: 


x=050+2y-6=0>5y=3 
x=6>56+2y-6=0>5y=0 
isto é, os pontos (0, 3) e (6, O) definem a reta. 
2º) Esse teorema mostra também que só os pontos que satisfazem a equação 


ax + by + c = O pertencem à reta; portanto, um ponto está sobre uma reta somente 
se suas coordenadas verificam a equação da reta. 
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32. Exemplo: 


Verificar se A(2, 2), B(4, 1) e C(7, —1) pertencem à reta r de equação 
x+ 2y — 6 = 0, 

Basta substituir x e y na equação dada pelas coordenadas de cada ponto e 
verificar se a igualdade obtida é verdadeira ou falsa: 


AS (2)+ 2(2) — 6 = O (verdadeira) DA E r 
Bs (4) + 2(1) — 6 = O (verdadeira) > BE r 
C5(N)+2(-1)- 6=O(falsa)>Cé&Er 


33. A principal consequência dos teoremas dos itens 27 e 30 é que em Geometria 
Analítica Plana: 


a) "dar uma reta” significa dar uma das equações da reta; 
b) "pedir uma reta" significa pedir uma das equações da reta. 


34. O anulamento de um dos coeficientes da equação geral da reta revela uma 
propriedade especial da reta. Assim, temos: 


(1)a-05 y,-y,-06 y-y SO T//x 


isto é, quando a equação não tem o termo em x (exemplos: 3y — 4=0,7y+11=0), 
a reta é paralela ao eixo das abscissas. 


2) b=065 x—-x=05 =x &1//y 


isto é, quando a equação não tem o termo em y (exemplos: 7x + 5 = 0,9x — 4 = 0), 
a reta é paralela ao eixo das ordenadas. 


(3) c=0 SS ax+ by = 0 & (0,0) satisfaz a equação, pois 
a:-0+b:-0=065 (0,0) Er 


isto é, quando a equação não tem o termo independente (exemplos: 3x + 4y = 0, 
12x — 13y = 0), a reta passa pela origem. 


(4) (a=0ec=0) > (r/xe(0,0)€N) 5 E=x 
(O)(b=0ec=-0) > (rf/yvye(06,0)€EN) >r=y 


Assim: x = 0, 7X = 0,2: x = O são equações do eixo dos y; 


y=0,5y= 0, —513y = O são equações do eixo dos x. 
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EXERCÍCIOS 


51. Determine a equação da reta r indicada no dia- 
grama ao lado. 


52. Dados os pontos A(1, 2), B(2, —2) e C(4, 3), obtenha a equação da reta que 
passa por A e pelo ponto médio do segmento BC. 


53. Determine as equações das retas suportes dos lados do triângulo cujos 
vértices são A(O, 0), B(1, 3) e C(4, 0). 


Solução 

Cada reta é definida por dois vértices: 

reta AB 

mw á 

131/-05 3)%X-y=0 

0) O 4d 

reta BC 

xe ye a! 

ii 3 dj=0= %+r8y-12=0 > K+ry-d=O 
401 

reta CA 

xy 1 

40 1]/-0>54y=0 5 y-0 

(0) (O dl 

Resposta: 3x —y =0,x+y-4=0,y=0. 


54. Determine a equação da reta definida pelos pontos a, E e sl - Ri 
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55. A reta determinada por A(a, 0) e B(O, b) passa por C(2, 5). Qual é a relação 
entre a e b? 


56. A reta determinada por A(p, q) e B(7, 3) passa pela origem. Qual é a relação 
entre pe q? 


57. Prove que os pontos A(a, b + c), B(b,a + c) e C(c, a + b) são colineares e 
determine a equação da reta que os contém. 


58. Dados A(—5, —5), B(1, 5), (19, 0) er: 5x — 3y = O, verifique se r passa 
pelo baricentro do triângulo ABC. 


Solução 


Conforme vimos no exercício 28, as coordenadas do baricentro são: 


= XMtxp+xo (5) + (1) + (19) 6 
es O E Ss Ra 
y Ene SO O 
E 8) 8) 


Substituindo G(5, 0) na equação de r, temos: 
5(5) — 3(0) — O (falsa) > G&Ér 


Resposta: G É r. 


59. Determine a equação da reta que passa pelos pontos A e B da figura abaixo. 


60. Desenhe no plano cartesiano as retas cujas equações são dadas abaixo: 
a) y = 3x b)x+ty=3 Cc) x—y+2=0 d)3y + x=0 
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II. Interseção de duas retas 


35. Todo ponto de interseção de duas retas tem de satisfazer as equações de am- 
bas as retas. Portanto, obtemos o ponto comum P(x,, y9) a duas retas concorrentes 
resolvendo o sistema formado pelas suas equações: 


(S) raqix+tb,:y+c, —0 
sia,:x+b,:y+c,=0 
36. Exemplo: 
Obter a interseção das retas: 
nrx—>y+1=0 e s:2x+y-—-2=0 
Vamos resolver o sistema pelo método da adição: 
x-y+1=0 (1) 
2x+y-—-2=0 (2) 
3x — 1=0 a 
X = => Xx= 3 
1 


4 
Big yti- Day 


) 


wW| Es 


d. 
Logo, a interseção de r com s é pls 


EXERCÍCIOS 


61. Determine a interseção das retas x — 5y = 14 e 3x+ 2y = —9, 


62. Determine a interseção das retas re s indicadas no 
gráfico ao lado. 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


EQUAÇÃO DA RETA 


63. Asretas 2x + 3y =2 e x-— 3y = 1 passam pelo ponto (a, b). Calcule a + b. 


64. Para que valores de a a interseção da retay = a(x + 2) comaretay = —x + 2 
se dá no primeiro quadrante? 
65. As retas suportes dos lados do triângulo ABC são: 
AB: 3x — 4y = 0, BC:x+y — 7 =0 e CA:4x — 3y = 0 
Mostre que ABC é um triângulo isósceles. 
Solução 
1º) Cada vértice do triângulo é a interseção de duas retas suportes: 
ARE ABiGCAE se 
4x =3y-=0 


(B)=ABNBC 5 Rs 
ar = = to; 
XE y=1=0 
4x — 3y = 0 
Resolvendo os três sistemas formados, temos: 


A=(0,0),B-(4,3)eC=(3,4) 


(0) = BO. N.CA > | 


2º) Calculemos as medidas dos lados AB e AC: 


o MO 4R Pio s)= 
ho MO — 82 Flo = 4)2=5 


d CE 
> AB=AC 
d 


66. Calcule o perímetro do triângulo cujos vértices são as interseções das retas 
x+y=6,x=1ey=1i. 


67. Prove que asretas deequações 2x + 3y —-1=0,x+y=0e 3x+4y-1=0 
concorrem no mesmo ponto P. 


Solução 
1º) Determinemos P, interseção da 1º com a 2º: 
2x+ 3y—- 1=0 
x+y=0 


resolvendo, 
== 


= iloyesdál. — [Pl rá) 


2º) Provemos que P pertence à 3º reta: 
3x + 4) —-1=3-1)+4(41)-1=-3+4-1=0 
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68. Demonstre que as retas 
rx—2y=0, s:ux+2y-8=0 et(1+kx+ 21 —k)y — 8 = 0 são 
concorrentes no mesmo ponto P, Vk E R. 


Solução 

1º) Determinemos a interseção de res: 
“= 2y = (0 resolvendo 
x+2y—-8=0 

2º) Provemos que P E t: 


1+kWx+21-kKy-8B=(1+K4+21-K2-8= 
=4+4kK+4-4kK-8=0,VKER 


x=4ey-25 P(4,2) 


69. Determine a para que as retas de equações 3x — 3y + 2a = 0,ax — y =0€e 
3x + 3y — 4a = O sejam concorrentes no mesmo ponto. 


70. Demonstre que as retas de equações 4x — 7y = O, (8k + 2)x — (14k — 1)y — 18 = 0 
e x-—y-— 3=0O são concorrentes no mesmo ponto, qualquer que seja k. 


71. Determine m de modo que asretas deequaçõesx — 2y +m =0,3x+2y—-5=0 
e x+ 2y + 5 = O definam um triângulo. 


72. Qual é a equação da reta que passa por P(3, 1), intercepta r: 3x — y = O em 
Aes:x+ 5y = Oem B tais que P é médio do segmento AB. 


Solução 

1º) Se A E r, então as coordenadas de A verificam a equação de r. Fazendo 
X, — a, decorre: 

ya 3x > yy- 3a > A(a, 3a) 


2º) Se BE, então as coordenadas de B verificam a equação de s. Fazendo 
Yp — b, decorre: 


= = 6-8 = Bl, |) A 
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73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


3º) P é ponto médio de AB, então: 
Xa + Xp a — 5b 


Ra it 2 > a-B9=6 (4) 
JF 3a + b 

258 5 1- >— > 38+b=2 (2) 

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos a = 1 eb = —1; 

portanto, A = (1,3) e B = (5, —1). 
x W dl 

4º)A equação da reta ABé: |1 3 1|=0 > 4x+4y-16=0 5 
5 =íl dl 


= gay dl (0) 


Dado o ponto A(—2, 4), determine as coordenadas de dois pontos Pe Q, si- 
tuados respectivamente sobre as retas y = 3x e y = —x, de tal modo que 
A seja o ponto médio do segmento PQ. 


Dê a equação da reta suporte de um segmento que tem centro P(3, 0) e 
extremidade em cada uma das retas 2x — y — 2 =0 e x+y+3=0. 


Determine o ponto B da bissetriz do 2º e 4º quadrantes de tal forma que 


o ponto médio do segmento AB pertença à reta r. São dados: A(5, 4) e 
r2x—y+3=0. 


Determine o ponto B da reta s de tal forma que o segmento AB intercepte a 


1 
reta rno ponto C que o divide na razão >" São dados: A(—-1,6),r:3x—y = 0 e 


s:ix— 2y+4=0, 


Determine o perímetro do triângulo ABC que verifica as seguintes condições: 


a) o vértice A pertence ao eixo dos x; 
b) o vértice B pertence ao eixo dos y; 
) a reta BC tem equação x — y = O; 
) 


c 
d) a reta AC tem equação x + 2y — 3 = 0. 


Aex > y=0 > A(3,0) 


> B(0,0) 


B(Xo» Ye) 
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coa o = Cd) 
2)JCEBC > x —yç=—=0 


perimetro ='d tdi do — NS2 1 02 VI do Do 
=3 +12 +15 


Resposta: 3 + 2 ar V5. 


Num triângulo ABC, sabe-se que: 

(1) A pertence ao eixo das abscissas; 

(2) B pertence à bissetriz b,5; 

(3) a equação da reta AC é x + y — 4 =0; 
(4) a equação da reta BC é 2x — 3y + 7 =0. 
Calcule o perímetro do triângulo ABC. 


Determine y de modo que P(2, y) seja ponto interior do triângulo definido 
pelas retas 2x — y — 7 =0, 4x —-y—- 11 =0 e 10x — 3y — 25 = 0. 


III. Posições relativas de duas retas 


31. 


(5) 


Dadas duas retas r e s cujas equações são: 
rax+by=c (1) 
sax +by=c, (2) 


elas podem ocupar apenas três posições relativas no plano cartesiano. Essas posi- 
ções são definidas com base no número de pontos comuns às retas, isto é: 


res concorrentes «> um único ponto comum 


res paralelas e distintas < nenhum ponto comum 


res coincidentes « infinitos pontos comuns 
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Com o símbolo r x s indicaremos que re s são concorrentes; com r Ns = (9 
indicaremos que re s são paralelas e distintas; com r = s indicaremos que re s são 
coincidentes (ou paralelas coincidentes). 

Notemos quer / ssignificarNs =D ou r=s. 


38. Todo ponto comum a res é solução do sistema (XL). Resolvendo o sistema (L) 
pelo método da adição, temos: 


(1) x b, > abx+b,by= cb, 
(2)xX (—-b,)) = —a,b,x — b,by = e] 


(ab, — a,b)x = (c,b,— c,b,) (3) 


(1)x (-a,) > —açax — asb,y — —asc, 
(2)xX a, > aax+a,by-= ac, 


(ab, — a,b,)y — (ac, — asc) (4) 


Fazendo: 
a b 
ab,-ab =|! H=D 
a, b 
2 Do 
b 
o = Go Dl] 
CD, — Cob, = o Das D, 
2 Ds 
c 
1 Gn 
aC — asc, a =D, 
2 € 


o sistema (%) fica reduzido a: 


Boo (3) 
D-y=D, (4) 


cuja discussão é imediata. 
39. São possíveis três casos: 
1º caso: 


DzZ0 Ss (5) tem uma única solução & rXs 
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2º caso: 
an (E) não tem soluçã -g 
D, (ou D,) + O o não tem solução & rNs = 
3º caso: 
Do 
D 0,6 (Z) tem infinitas soluções & r=ss 
D,=0 


Quando a, £ 0, b, + 0 e c, + O, temos: 


a, b a b 
b= 0" n|/ 004b-ab e 
2 2 a, Db, 
c b b c 
D=|! 1|=-06 cb=cob o l=- 
1 C, Db, 12 2" 1 A A 
a, € a c 
D=|! d|-06 ac-ac o = 
a, C, a, Cc, 


e a teoria pode ser simplificada para: 


40. Exemplos: 
1º) Asretasr:x+ 2y + 3=0 e s:2x+ 3y + 4 = O são concorrentes, pois 


< +, 1, isto é, Epa 
a db 2 3 
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2%) Asretasr:x+ 2y+3=0 e s:3x+ 6y + 1 = O são paralelas e distin- 
tas, pois 


“1, isto é, 1 2 


3 
a Db 6 a 2" 4 


4º) Asretasr:x— 2=0 e s:y+ 4 = Osão concorrentes, pois 


a, b 1 0 
D=|51 (1 -| =1*0 

a b, 01 

5)aAsretasr:x+y+m=0 es:x+y+ 2=õ0Osão paralelas, pois 
a bb oisoé, 1.1 
a, > 1 1 


param = 2, temos r = s (coincidentes); 


param +2emeR,temosr Ns = (paralelas distintas). 


EXERCÍCIOS 


80. Qualéa posição relativa entreas retas 3x — y — 7 =0 e 6x-—2y+17=0? 


81. Determine a posição relativa das seguintes retas, tomadas duas a duas: 


r5x— Ty+8=0 s:-—x+2y-—-1=0 
tDx— 7y+3=0 uu —3x +y=0 
vi—x + 2y=-—1 z: 10x — 14y = —16 
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82. Discuta a posição relativa das retas 
r(m—l)x+my—-1=0es:(1-mx+(m+1)y+1=0 


Solução 


Calculemos D e os valores de m que anulam D: 


ao mm = De qÃo ER oa e 
Bo polo Sm e 1) > m(1 — m) = 2m [na = 4 
m=1 
1+4 
D-0>2m-m-1-05m-—"02. ou 
dl 
tidas 


É evidente que, quando D O, as retas são concorrentes. Então: 


i 
meRmilemi-s > DO >rXs 


a íL 
Por outro lado, quando D = O, trocamos m pelos valores críticos (a e -— 2 
nas equações iniciais e verificamos o que ocorre: 


m=15 ]"y-71=0 Ss ins=g 
s:2y+1=0 
3) 1 
a is fis qro o O 
Ros 3 1 = SE 
Siro t ao povo dO 


83. Discuta em função de me p a posição relativa das retas r: mx + y — p= 0 


es:3x+ —7=0. 
Solução 
a b 
Calculemos as raízes de D: D = [51 4| =|M omg med 


Éevidente que: mEeR,mZ1i >D%O >rxXs. 
Quando D = O, temos: 

sep= 
pin então 


s:3x+3y—- 7=0 se p + 
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84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


IV. 


41 


s:2x+y — 4 = O. Essas retas são concorrentes 
e seu ponto de interseção é P(1, 2). 


três vezes: vamos multiplicar as equações de r 
e s por números reais (arbitrários e ambos não 
nulos), somar os resultados obtidos e analisar 
como é a nova reta em relação a P. 


RespostaimeRmz1 >rXs 


7 
Id ep r=s 


m=1ep+5 > rns= 


Discuta a posição relativa das retas r: 2mx + my —5=0 e s:3mx+3y +m=0 
em função de m. 


Discuta em função de m a posição relativa das retas r: Dx + y + 5D = 0 e 
s:2x+ my + '5m = 0. 


Para que valores de k as retas (k + 1)x + 10y —1=0 e 8x+(k-— 1)y +1=0 
são paralelas? 


Discuta em função de a e b a posição relativa das retas r: ax — 5y + b=0 e 
s:4x— 2y+7=0. 


Entre os triângulos OAB com o vértice O na origem e os outros dois vértices 
A e B, respectivamente, nas retas y = 1 ey = 3 e alinhados com o ponto 
P(7, O), determine aquele para o qual é mínima a soma dos quadrados dos 
lados. 


Feixe de retas concorrentes 


Exemplo preliminar 


Consideremos as retas r:x — y +1 =0 e 


Vamos agora repetir a mesma experiência 
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(1) x2>2x-2y+ o] 
(s)x 3 > 6x+3y-12=0 
(t) 8& + y-—-10=0 
Substituindo P, vem: 
S(1)+(2)-10=0>Pet 


Nx 55 5x-5+ a 
(S)x (-2)> —4x—-2y+ 8=0 
(u) x— Ty +13=0 
Substituindo P, vem: 
(1) —- 7(2)+13=0>Peu 


() x (-49)>5 —4X +4y —-4=0 
(S)x(-)> —-2x— y+4=0 
(v) —Ox + 3y =0 


Substituindo P, vem: -6(1) + 3(2)= 0 > Pe. 


As três novas retas obtidas também passam por P. Será que isso foi por acaso, 
isto é, será que isso aconteceu por causa dos multiplicadores escolhidos? Ou será 
que a nova reta passará por P, quaisquer que sejam os multiplicadores? A teoria 
seguinte vai explicar. 


42. Definição 
Feixe de retas concorrentes é um conjunto de retas coplanares, concorrentes 
num único ponto P(x,, Yo). 
Um feixe de concorrentes fica definido por seu centro P(x5, Yo) OU por duas de 
suas retas. 
Consideremos o feixe definido pelas retas: 
rax+by+c, —0 


concorrentes em P(x,, Y 
Ra a (tor Xo) 


Temos: 


Persa X tb, :yy tc —0 (1) 
Pes5a, Xtb:yy+tc-—0 (2) 
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Consideremos a equação: 
Wax rby leito (axtbyrei O] (3) 


emquek, ER, kER e k, 0 ou k, *0. 

Essa equação representa uma reta, pois, desenvolvendo e ordenando, temos: 
(ka, + Ias)x + (kb, + Kbo)y + (k,0, + K0,) = O 

O ponto P(x,, Yo) pertence a essa reta, pois: 


k(a,xXo + by + C)+kax + by +c)=k:-0+k-0=0, Vk, Vk ER 
NAO N — 
veja (1) veja (2) 


Isso significa que a equação (3), para cada valor atribuído a k, e k,, repre- 
senta uma reta t passando por P. Variando k, e k,, essa reta t se "movimenta" 
descrevendo o feixe de centro P. A equação (3) representa, pois, o feixe de retas 
concorrentes em P. 


43. Exemplos: 

1º)aAsretasr:x—y+1=0 e s:2x+y-— 4 = O definem um feixe de retas 
concorrentes cuja equação é 
kx—y+1)+k(2x+y—4)=0 


em que k, e k, são reais e não nulos simultaneamente. 


2º) O feixe de concorrentes cuja equação é 
k(2x — 3y) + kx + 3y — 9) = O 


tem centro no ponto de interseção das retas r: 2x — 3y = 0 e six+3y —- 9=0, 
isto é, P(3, 2). 


Esse ponto pode também ser determinado, achando a interseção de duas re- 
tas quaisquer do feixe: 


k=1 e k=2> (2x-3y)+(2x+ 6y — 18)=0 => 4x + 3y — 18=0 
k=>2 e k-35 (4-6) +(3x+ 9 —-27)-0 5 7x+3y—27-0 


e, resolvendo o último sistema, temos x = 3 e y=2. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


EQUAÇÃO DA RETA 


3º) É comum apresentar-se a equação de um feixe em função de um só parã- 
metro (k) em vez de dois (k, e k,). No exemplo anterior, supondo k, + O e dividindo 
por k,, temos: 


(x-3p+2-K+3-9=0 
1 


e, fazendo a = k, resulta: 
q 
(2x—- 3) +k:-(x+3y—- 9) =0 


Notemos, porém, que esta última equação exclui uma reta do feixe: a reta 
x+ 3y — 9 = 0, correspondente a k, — 0. 


EXERCÍCIOS 


89. O que representa a equação —2x + y + 8 + t(3x — 2y — 13) = O, sendo t 
uma variável real? 


90. Determine o centro do feixe de retas concorrentes cuja equação é: 
k(3x + 3y + 1) + k(18x + 21y + 4) = 0 


91. Determine a equação da reta que pertence ao feixe definido pela equação: 
(2x + 3y — 15) + k-(Dx— 2y + 29) = 0 
e que passa pela origem do sistema cartesiano. 


92. Determine a equação da reta comum aos feixes: 
(Dx+ty+D)D+m:(x—-y—-3)=0 
(2)(2x+3y-5D)+p:(4x+y—-D)=0 


Solução 

1º) Determinemos o centro do feixe (1), achando a interseção de duas retas: 
m=L>tryribriob-y-)=-=0OS Z-2=0) 

m=0 = tryriy)rObK=-y- 8-0 = xy =) 


Resolvendo o sistema, vemx = 1 e y=—2. 
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2º) Analogamente para o feixe (2): 
v=0 = MX8y-5=0 EE cu 
p=-3>5 —-10x+ 10 = 0 


3º) Areta comum aos dois feixes é aquela definida pelos pontos (1, —2)e (1,1): 


x y 1 
1 -21]/-05-3%+3=0>5>x=1 
1 qa 


Resposta: x = 1. 


93. São dados os feixes de retas concorrentes: 
3x— 2y—- 6 +k(x+ 2y — 2)=0 
3x — 3y+4+H2x+ 3y+1)-=0 


Obtenha a equação da reta comum aos dois feixes. 


94. Calcule o valor de m para que os três feixes definidos pelas equações 
2x+ 3y—-8+k(mx-— 3y+5)-0 
4x + 3y + 25 + kl2x — 3y — 1) = 0 
mx + my + 1 + ki(—mx — 4y — 1) = O 


tenham uma reta comum. 


95. Demonstre que as retas de equações 
(m+2)x—-my-—-4+m=0 
em que m e uma variável real passam por um mesmo ponto. 


Solução 1 


A equação dada representa um conjunto de retas, pois m é variável. Tomemos 
duas retas particulares do conjunto: 


m=0 5 2x—-4=0 
m=-25 2y-6=0 


A interseção dessas retas é o ponto P(2, 3). Provemos que P pertence a 
qualquer reta do conjunto, substituindo-o na equação dada: 


(in = imo = ini (mi 2/82 ms Am 
=2m+4-38m-4+m=0,VYmeER 
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Solução 2 


Desenvolvendo a equação dada, temos: mx+ 2x—- my —- 4 +m=0, isto 
é, (x—y + 1)m + (2x — 4) = O, que é a equação de um feixe de concor- 
rentes. 


Solução 3 


Temos: 
mx+2x>—-my—-4+m=0 
(x—-y + I)m+(2x— 4) = 0 


impondo que o polinômio do 1º membro, na variável m, seja idêntico a 


zero, temos: 
Ra DR ÃO resolvendo 
DE "5 x=-2ey-3 


Portanto o ponto P(2, 3) anula o 1º membro Vm E R, isto é, ele pertence 
a todas as retas cujas equações são obtidas atribuindo valores a m. Logo, 
todas essas retas passam pelo mesmo ponto P. 


96. Demonstre que as retas de equações (2 + m)x + (3 + 2m)y — 1 = O, em 
que m é uma variável real, passam por um mesmo ponto. 


97. Prove que as retas de equações (m? + 6m + 3)x— (2m2 + 18m +2)y—-3m+2=0, 
em que m é uma variável real, passam pelo mesmo ponto. 


98. Dadas as retas r,: (2m + 1)x — (3m — 1)y + 38m — 1 = O, em que m é um 
número real qualquer, responda: 


a) As retas passam por um ponto fixo? 
b) Existe m para o qual r, coincide com um dos eixos? 
Justifique as respostas. 


V. Feixe de retas paralelas 


44. Exemplo preliminar 


Como poderíamos construir a equação de uma reta paralela a 
r3x+4y +1=0? 
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Uma paralela a r deve ter coeficientes a e b respectivamente proporcionais a 3 e 
4; em particular, sea = 3e b = 4, fica garantido o paralelismo. Assim, são paralelas a 


5 
rasretas:3x + 4=0, 3x+4y+500=0, 3x+4y-V2=0, K+4y-5=0, 
6x+ 8y + 1=0, etc. 


a b 
Como vemos, desde que EA o termo independente pode ser qualquer 
número real que o paralelismo já está garantido. 


45. Definição 
Feixe de retas paralelas é um conjunto de retas coplanares, todas paralelas a 
uma reta dada (logo paralelas entre si). 


Um feixe de paralelas está determinado quando conhecemos uma de suas 
retas (ou sua direção). 


Consideremos o feixe de retas paralelas determinado pela reta r de equação 
geralax+ by + c=0. 


Consideremos a equação: 


Para cada valor atribuído a c', essa equação 
representa uma reta s paralela a r, pois: 


a, b; o 


Se 
a b 


Variando c', essa reta s se “movimenta” descrevendo o feixe de paralelas a r. 
A equação ax + by + c' = O representa, pois, o feixe de retas paralelas à reta r. 


46. Exemplos: 


1º) A equação do feixe de paralelas à retar:3x + 4y —2=0 é 3x+4y+c'=0, 
emquec' ER. 
Pertencem a esse feixe, por exemplo, as retas 


s:3x+4y+1=0 e ti3x+ 4y—-5=0 
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2º) A equação do feixe de paralelas à retar: 5x + 11y —51 = 0 é 5x + 1ly+c'=0, 
emquec' ER. 


Em particular, a paralela a r passando por P(2, —1) é tal que: 
5(2)+11(-1) +c'=0 5 c'=1 
e, portanto, sua equação é 5x + 11y + 1 =0. 


EXERCÍCIOS 


99. Dada a equação da reta 1: 7x + 3y + 2 = 0, obtenha: 
a) a equação do feixe de paralelas a r; 
b) a equação da paralela a r pela origem; 
c) a equação da paralela a r por P(9, —10). 


Solução 


a) Para construir a equação do feixe basta copiar a e b e deixar “livre” o 
termo independente: 7x + 3y + c=0,cER. 

b) A reta do feixe que passa pela origem apresenta c = O, portanto sua 
equação é 7x + 3y = O. 

c) O ponto P deve verificar a equação da paralela. Logo: 


Tia ar Ef ro = TAS) o SALÃO) Goto = (0) = (0 88) 
e, portanto, sua equação é /x + 3y — 33 = 0. 


100. Determine a equação do feixe de paralelas à reta 2x — 7y — 4 =0. 


101. Determine a reta do feixe k, (x — 2y +3) +k, -(2x+y — 2) =0, que é 
paralela à retar: /x +ty +4 =0. 


102. Dois lados de um paralelogramo acham-se sobre as retas r: 3x — 4y + 12 = 0 
es: 5x + 6y + 30 = O. Obtenha as equações das retas suportes dos outros 


dois lados, sabendo que um dos vértices do paralelogramo é o ponto (a, 4), 


103. Demonstre que os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfa- 
zem a equação tg x = tg y constituem um feixe de retas paralelas. 


104. Que figura constituem os pontos do plano xy cujas coordenadas satisfazem 
a equação sen (x — y) = 0? 
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VI. Formas da equação da reta 


47. Forma geral 
Vimos no item 27 que, dada uma reta r, podemos determinar pelo menos uma 


equação do tipo 


denominada equação geral da reta r, a qual é satisfeita por todos os pontos P(x, y) 
pertencentes à reta r. 


48. Forma reduzida 


Dada a equação geral da retar,ax + by + c = 0, se b O, temos: 


a Cc 
acao (c8)o(58)- (228) 


m q 


Esta última equação, que expressa y em função de x, é denominada equação 
reduzida da reta r. 


Conforme veremos, m é o coeficiente angular da reta (item 63) e q é a medida 
do segmento que r define no eixo Oy (item 52). 


49. Exemplo: 


Se uma reta r passa por A(O, 3) e B(—1, 0), qual é sua equação reduzida? 


xy 1 
03 1/=05 3)%X-—y+3=05y=3%X+83 
01 


equação geral equação reduzida 


50. Forma segmentária 


Consideremos uma reta r que intercepta os eixos cartesianos nos pontos Q(O, q) 
e P(p, O), distintos. 
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A equação dessa reta é: 


xy 1 

O q 1/-05 

p 0 1 

> qx +py— pq=0 > 

> x +py=pa > Re ra 


denominada equação segmentária. 


51. Exemplo: 
Obter a equação geral da reta que intercepta os eixos em P(2, 0) e Q(O, — 3). 
E ge o y no ; : E 
A equação segmentária é 2 + Ee 1 e a equação geral é obtida eliminando 


os denominadores: 3x — 2y — 6 = 0. 


52. Interseções com os eixos 


Consideremos uma reta r de equação geralax + by + c= Ocoma Z0,b*0€e 
c * O para que a reta corte os eixos em pontos distintos P(p, 0) e Q(O, q). Determi- 
nemos pe q: 


PEer5ap+b-0+c=0 => 
c 


QEr>5a-0O+b-q+c=0 => dd 


53. Obtenção da equação segmentária a partir da 
equação geral 


A equação segmentária é obtida a partir da equação geral da seguinte maneira: 


a b 
ax+by+c=0 > ax+by=-c>5>>——>«x q do 


Cc 


5 
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54. Exemplo: 


Obter a equação segmentária da reta (1) 7x + 11y + 3 = 0. 


7 11 
tx+ 1ly=-3 5 3 Gy-1s += 


55. Forma paramétrica 


As equações geral, reduzida e segmentária relacionam diretamente entre si as 
coordenadas (x, y) de um ponto genérico da reta. É possível, entretanto, fixar a lei a 
ser obedecida pelos pontos da reta dando as coordenadas x e y de cada ponto da 
reta em função de uma terceira variável t, cnamada parâmetro. 


Por exemplo, se os pontos de uma reta r satisfazem as leis x = 3t + 4 e 
y= 2 — 3t, como é o gráfico de r e qual é sua equação geral? 

Um modo de solucionar essas questões é construir uma tabela dando valores 
a t e calculando, para cada valor de t, as coordenadas x e y de um ponto da reta. 


Colocados dois desses pontos no plano, já é possível desenhar a reta r. A 
equação geral de r pode ser obtida tomando dois pontos e aplicando a condição de 
alinhamento. Por exemplo, usando (4, 2) e (3, 3), temos: 


x y 1 
42 4/-0>5>-x—-y+6=0 5x+y—6=0 
331 
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Um outro modo de obter a equação geral é isolar t em cada uma das equações 
dadas e igualar as expressões obtidas. Vejamos: 


x— 4 
= Birds = x-4 2-y 
= E 


y 3 3 


2 = 
y=2-3S > t=—3" 


entãox—-4=2-yedaix+y-—-6=0. 


As equações que dão as coordenadas (x, y) de um ponto qualquer da reta em 
função de uma terceira variável t: 


são chamadas equações paramétricas da reta. 
56. Como norma geral, no caso em que é dada a equação de uma reta na forma 
(A) e pede-se a forma (B), devemos usar o esquema 


(A) — equação geral — (B) 


isto é, devemos começar obtendo a equação geral. 


57. Exemplo: 


Obter a equação segmentária da reta cujas equações paramétricas são 


x=3+1 ey=4+5 


p=-X=1 
8 X=1 y=5 o = 
RE 2: a SO eis 3y+11=0 5 
4 geral 
= 4 3 x yo 
> 4x—-3y=-11 5 TT Ta) 1> El FER: 
4 3 


segmentária 
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EXERCÍCIOS 


105. Dada a reta de equação 


xXx y 1 
3 2 -1|/=0 
1 0 1 


dê sua expressão sob forma reduzida. 
106. Determine a equação reduzida da reta AB quando A(2, 7) e B(—1, 5). 


107. Dados A(3, 10) e B(—-6, —5), determine a equação segmentária da reta AB. 


108. Determine a equação geral das retas abaixo: 


y 


109. Dadas as equações paramétricas de uma reta r: x = 10t — 2 ey = 3, ob- 
tenha sua equação segmentária. 


110. Ache as coordenadas do ponto de interseção das retas 


x=3t+1 x=2u-—-2 
r tEeR es uER 


y=-2t+5 o 


XxX 
111. Qual é a posição relativa das retas r: > + + =1 es x=t-1, 
y=3t-—29 


co] 


112. Obtenha uma reta paralela a r: 2x + y = O e que define com os eixos um 
triângulo cuja área é 16. 
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Solução 
A equação da paralela tem a forma 2x + y + c = O. Como a área é 16, temos: 
ata 

lp: Jal 


ESA is 


c2 
GÉAS 


Entãoc? = 64 > c=+8. 


Resposta: 2x + y + 8= 0 ou 2x+y—- 8=0. 


= 16 


Prove que, se uma reta se desloca de modo que a soma das medidas pe q 
dos segmentos determinados por ela sobre os eixos seja igual ao produto 
dessas medidas, então a reta passa por um ponto fixo P do plano cartesiano. 


Solução 
A reta tem equação segmentária 


= E ET = 1, emquepeq são variáveis, 


mas p + q = pq, por hipótese. 


Q(o, a) 


Vamos eliminar o parâmetro q da equa- 


há ENE P(p, 0) 
ção da reta, usando a hipótese: 


x X a (p= 1)y 

Gi = Si e DE dl = pesrdjo = dy= íL 

od E (p= 1)y =p (1) 
[5 = dl 

Dando a p dois valores arbitrários e diferentes de O e 1, temos: 

p=2 => x+y=>2 ((9) p=3>5>x+2y=3(s) 


As retas res, concorrentes em (1, 1), são elementos do conjunto de retas 
dado por (1), que é um feixe de concorrentes em (1, 1), pois 


(Rip = O = povpieR 01 


Prove que, se uma reta se desloca de modo que a soma dos inversos das 


: : a da dE 
medidas dos segmentos por ela determinados sobre os eixos seja E (cons- 


tante), então a reta passa por um ponto fixo P do plano cartesiano. 
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LEITURA 


Menaecmo, Apolônio e as seções cônicas 


Hygino H. Domingues 


No século IV a.C., quando violento surto de peste assolava Atenas, 
os moradores da cidade resolveram aconselhar-se com o oráculo de Delos 
(pequena ilha grega do mar Egeo). Este lhes sugeriu que o altar a Apolo na 
ilha, que era cúbico, deveria ser dobrado. Os atenienses se apressaram em 
construir um outro, com o dobro das dimensões do anterior. Ora, se as di- 
mensões do altar mediam x e passaram a 2x, o volume do altar passou de x? 
para (2x)) = 8xº — ou seja, octoplicou. Consta que a peste se intensificou e 
os atenienses decidiram, então, consultar os matemáticos da academia de 
Platão sobre como determinar as dimensões que atendessem à recomen- 
dação do oráculo. Estava surgindo assim o problema da duplicação do cubo, 
que, no fundo, consiste em construir um segmento de reta cuja medida seja 
3/2, pois (Y2)? = 2. 

Menaecmo, um discípulo de Eudóxio e membro da Academia de Platão, 
ocupa um lugar especial entre os matemáticos que se propuseram a resolver 
esse problema. É que, além de lograr êxito em uma empreitada, o caminho 
que tomou propiciou-lhe a descoberta das secções cônicas: elipse, parábola e 
hipérbole. Em notação moderna é fácil concluir que a interseção da parábola 
y = x2 com a hipérbole xy = 2 é o ponto de abscissa AD, 


Mas Menaecmo não dispunha do recurso de uma notação algébrica, 
posto que a matemática grega de sua época era essencialmente geométrica. 
E introduziu essas curvas usando três tipos de superfícies cônicas ilimitadas 
de uma folha: com seção meridiana aguda, reta ou obtusa. Interceptando 
cada superfície dessas com um plano perpendicular a 
uma de suas seções meridianas, obtinha, respectiva- 
mente, uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole. A 
figura 1 mostra o primeiro desses casos. Fica evidente 
a partir dessa definição o porquê da designação se- 
ções cônicas para essas curvas. Mas os nomes elipse, 
parábola e hipérbole seriam introduzidos por Apolônio 
de Perga (c. 262-190 a.C.). tiene, 


Natural de Perga, colônia grega ao sul da Ásia Menor, 
Apolônio estudou matemática em Alexandria, onde passou 
também algum tempo ensinando. Ensinou ainda em Pérga- 
mo, cuja biblioteca, na época, somente era excedida pela de 
Alexandria. Conhecido como "o grande geômetra", sua obra 
maior é Seções cônicas, em oito livros, dos quais restaram os 
sete primeiros. 


Ao contrário de Menaecmo, Apolônio obtinha todas as 

seções cônicas numa única superfície cônica circular genérica 

(Figura 2) de duas folhas, mediante inclinações convenientes dos pla- 
nos de seção (figura 2). 

Assim, através de um estudo integrado dessas curvas, conseguiu em sua 
obra resultados de grande alcance e originalidade. De fato, Seções cônicas, em 
suas 487 proposições, praticamente esgota o assunto sob o ponto de vista 
teórico e, com justa razão, é considerado o ponto alto da geometria grega. 


Dentre os livros restantes, o mais notável talvez seja o quinto, cujo objeto 
é a determinação de distâncias máximas e mínimas de um particular ponto à 
cônica. Por exemplo, se P é um desses pontos, X + P está no plano da cônica e 
XP é uma distância máxima ou mínima a uma cônica, então a reta perpendicular 
a XP em P é tangente à cônica. 


Apolônio buscou os nomes elipse, 
parábola e hipérbole na matemática da es- 
cola pitagórica, no problema da aplicação 
das áreas em suas três formas: por falta E ; 
(elipse), exata (parábola) e por excesso | NT PERGEIPHI 
(hipérbole). De fato, a área de um quadra- E po OPHIMATMEMA: “IR 


PICSNVA saci tamsessms 


do cujo lado seja a ordenada de um ponto 
qualquer da elipse é menor que a área de 
um retângulo cujas dimensões sejam sua 
abscissa e o lactus retum da cônica (diâme- 
tro pelo foco, perpendicular ao eixo princi- 
pal); e assim por diante, respectivamente. 


Curiosamente, em Seções Cônicas 
não aparece explicitamente o conceito de 
foco. Mas, a despeito disso, sua grandio- 
sidade fez com que as obras anteriores 
sobre o tema, mesmo as que trabalha- E  Eomrais 
pa som esse conceito, caíssem no es. Folha de rosto das Obras de Apolônio, 
quecimento. 1537. 


BIBLIOTECA NATIONALE CENTRALE, FIRENZE/OBRAS DE APOLONIO. VENETIIS, 1537 
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Fixemos em uma reta dada r dois 
pontos distintos Ae B. Seyy = Yp, ! É 
paralela ao eixo x; nesse caso, adota- 
remos como sentido positivo da reta r 
o sentido positivo do eixo x. A B 


Se ya, % Yp então ya > yp OU 
yB > Ya; nesse caso, adotaremos como 
sentido positivo da reta r aquele em que x 
se parte do ponto de menor ordenada 
(A ou B) e se chega ao ponto de maior 
ordenada (B ou A, respectivamente). 
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59. Ângulo que uma reta r forma com o eixo x é o ângulo fx, assim definido: 
se r// x, fX é nulo; 


ser Xx, fx é o menor ângulo formado pelas semirretas IX e IR, em que | é o ponto 
de interseção de r com x. 


fx agudo fx obtuso 


ns T<a<r 
2 2 


IX reto fx nulo 


a«a=0 


a= 


T 
2 
De acordo com essa definição, a medida do ângulo fx, que chamaremos a, na 


unidade radiano, étal que O <a < 7. 


60. Coeficiente angular ou declive de uma reta r não perpendicular ao eixo das 
abscissas (*) é o número real m tal que: 


(*) Daqui para a frente, em vez de "perpendicular ao eixo das abscissas", diremos só que r é "vertical". 
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São evidentes as seguintes propriedades do coeficiente angular: 
1º) se /X é agudo, então m é positivo; 
2º) se X é obtuso, então m é negativo; 


) 

) 
3º) se X é nulo, então m é nulo; 
4º) se /X é reto, então não se define m; 
) 


dizemos que uma reta r tem declive m = 1, r forma com o eixo Ox um ângulo de 
45º; portanto, r é qualquer reta do feixe de paralelas da figura. Analogamente, se o 
declive der é m = —1, então x = 135º; portanto r pode ser qualquer reta do outro 
feixe de paralelas. 


II. Cálculo de m 


61. Só é possível calcular o coeficiente angular de uma reta quando dela se 
conhece: 


1º) dois pontos distintos; 
ou 
2º) a equação geral; 
ou 
3º) a direção (por exemplo, sabe-se que a reta é paralela a uma reta dada). 


62. Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta que passa por dois pon- 
tos conhecidos: A(x,, y4) e B(xs, y5). 
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Projetemos AB sobre os eixos do sistema cartesiano e apliquemos a 
Trigonometria: 


sobre x: AB, = AB - cos a 

sobre y: A5B; = AB- cos B = AB-cos(90º — a) = AB- sena 
Temos: 

AB, AB-sena 


== e a m 
A,B4 AB - cosa 


| 
R 
Il 


mas AoB5 =Yo— Yy € AjB4 = Xo — X4. Logo: 


Va = a 
m=>—— xo EX 
E (x> * X4) 


Preferimos a notação 


m = — (Ax £ 0) 


em que Ax e Ay são, respectivamente, a diferença de abscissas e a diferença de 
ordenadas entre A e B, calculadas no mesmo sentido. 


Assim, por exemplo, o declive da reta que passa por A(—5, 4) e B(1, 10) é: 
Ay — (10) — (4) (4) — (10) 


p=". SU iq 
Ax (1)-(-5) (-5-(1) 


63. Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta cuja equação geral é co- 
nhecida: ax + by + c = 0. 


Lembremos que, dados A(x,, y1) e B(x5, y5) pertencentes à reta, a equação 
geral é: 


x y 1 
X y 1/=0 
XxX yo 1 
isto é, 
04 — 2) X + (xo — X9) *y + (Xay2 — Xoy4) = O 
DS p= 
a b 
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ca e portanto resulta: 
X — X 


Como vimos, m = 


Assim, por exemplo, o coeficiente angular da reta r: V3x — 3y + c= 0 é: 


m=edo SS AS 
b —3 3 
Notemos que o termo independente c não tem influência no cálculo de 
m, isto é, retas como V3x — 3y + 1 = 0e V3x — 3y + 500 = O têm o mesmo 
declive. 


64. No item 48 do capítulo Il demonstramos que a equação reduzida de uma 
reta éy = mx + qe, portanto, sempre que uma reta tiver equação reduzida (isto é, 
b 0), estaremos expressando y em função de x e o coeficiente de x é m. 


65. Exemplo: 


Dada a equação geral 2x — 7y + 1 = O, deduzimos que a equação reduzida 


2 1 2 
—x + >, logom ==. 
AR ZA 7 


D 
es 
Il 


EXERCÍCIOS 


115. Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(O, 3) e 
B(3, 0). 


116. Qual é o coeficiente angular da reta ox + 3y + 13 = 0? 
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117. Calcule o coeficiente angular das retas: 


a) x—- 2y+6=0 
b) 2x+ 5 = 2y 
c)y=—4x+7 
gt+ Lo 
7 —4 
o. 
e) 
y=2-8 


118. Considere os pontos A(—5, 


f) x=9 
8) 3y = —5 
h) 4x — 5y = 0 


i) 
5) 


p(Ox+Ty—-3)+Ax+y— 2)=0 
x: sen 60º + y- cos 60º = 10 


A(a, b) 


k) contém B(b, à) 


2,12)e C(4, 6) e o triângulo ABC. Deter- 


mine o coeficiente angular da reta que contém a mediana obtida a partir do 


vértice A. 


II. Equação de uma reta passando por P(x,, Yo) 


66. Seja P(xo, yo) um ponto conhecido. 
quisermos obter a equação de uma reta que, 
entre outras propriedades, tem a propriedade 
de passar por P, podem ocorrer dois casos: 


1º) essa reta r não é perpendicular ao 


eixo dos x; portanto, existe o coeficiente 
gular de r, que é 


-YTYo 
X— Xo 


m 


em que (x, y) representa um ponto genérico Q, 


pertencente à reta. 


Neste caso, a equação da reta é: 


Y— Yo=m(x-— xo) 


Se 


PlXo 
an (Xor Yo) 


(1) 


2º) essa reta s é perpendicular ao eixo dos x; portanto sua equação é: 


RE O) 
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67. Exemplo: 


Conduzir por P(5, 4) retas que formam com o eixo dos x os seguintes ângulos: 
a) 45º; b) 90º; c) 135º; d) 60º; eJarctg (-5) 
a)y—4=1(x—5) 
istoé:x-—-y-1=0 
b)x-—-5=0 
Epy-A = da) 
isto é:x+y—-9=0 
d) y-4=V3(x— 5) 
isto é: V3x—y +4 —-5/3=0 


4 
eJy-—4 3 (x — 5) 

isto é: 4x + 3y —-32 =0 

68. Se fizermos, na equação (1), m assumir todos os valores reais, para cada m 

teremos a equação de uma reta passando por P e formando com o eixo dos x um 

ângulo cuja tangente é m; assim, a equação (1) representa um conjunto de infinitas 

retas que passam por P, contidas no plano cartesiano. Só não pertence a esse 


conjunto a retas s, que não tem coeficiente angular. O feixe de retas concorrentes 
em P é: 


(rcalpereimju (scalPese ms 


Portanto a equação do feixe é: 


Y—Yo=m(X-— xo) oU x =xXo (m variável real) 


EXERCÍCIOS 


119. Dê a equação geral da reta que passa pelo ponto P(2, —5) e tem coeficiente 


angular E 
5” 
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120. Dê a equação da reta r indicada na figu- 
ra ao lado, supondo conhecidos a e 6. 


121. Determine a equação da reta que passa por P e tem inclinação « em relação 
ao eixo dos x nos casos seguintes: 


a) P(-2,4)e a = 45º d) P(2,5) e a = arc sen Ea 
b) P(-1,8)e a = 60º e) P(3, -1)ea = 0º 
c) P(3, —5D)e a = 90º e) P(2,-2)ea=arctg 3 


122. Qual é a equação do feixe de retas concorrentes em P(—3, 2)? 


IV. Condição de paralelismo 


69. Teorema 


"Duas retas res, não verticais, são paralelas entre si se, e somente se, seus 
coeficientes angulares são iguais.” 


Demonstração: 


[r/s Joa-astga-tgao m, = ms 
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70. Observação 


Nos itens 37, 38 e 39 do capítulo Il vimos que: "duas retas r:ayx + by + Cc; = O 
es: ax + bsy + c = O são paralelas (distintas ou não) se, e somente se, 


a by 
a2 bo 


D= = 0" 


Nos casos em que re s não são verticais, vamos provar que as condições de 
paralelismo D = O em, = ms são equivalentes. Lembrando que b, * 0 e b; £ 0, 
temos: 


a a 
o abs asb4 Os abs = asb4 So a = a o Mm, = Ms 
1 2 


Nos casos em que r // s // Oy só vale a condição D = O, pois não existem os 
coeficientes angulares m, e ms. 


Z1. Exemplos: 


1)r:3x+ 6y —-1=0 e s:2x+ 4y+ 7 = O são paralelas, pois: 


a1 3 1 
Me O E” a 
> m,= Ms 
as 2 í 
Ms —É. — — 
bo 4 2 
e também: 
“la b| |3 6]. E o 
D= a» bs E 4 =12-12=0 


2º)r:500x — 1 = 0 e s: 71x — 13 = O são paralelas, pois: 


embora im, e Á m.. 


12. Construção da paralela 


Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e é paralela a uma reta r 
(dada, não vertical). 
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Por exemplo, vamos resolver este problema quando r tem equação 
bx+ 7y+1=0eP=(6,-5): 


a 5 
m=—— = —> 

b 7 
s/r5m=m=-> 


Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 66; a equação de s é: 


y=(-5=-> (4-6) Naa 
7(y + 5) = -5(x— 6) E 
Ty + 35 = —bx + 30 

bx+ 7y +5D =0 


=“ 


73. Vimos no item 48 que a equação reduzida de uma reta r é y = mx + q em que 


m = E é o coeficiente angular dere q = e é a ordenada do ponto onde r corta 


o eixo Oy. 


Supondo m constante e q variável, a equação reduzida passa a representar 
um conjunto de retas paralelas (mesmo declive), isto é, um feixe de retas paralelas. 


Assim, por exemplo, y = 3x + q é a equação do feixe de retas paralelas com 
coeficiente angular 3. 


EXERCÍCIOS 


123.A retay = mx — 5 é paralela à reta 2y = —3x + 1. Determine m. 


124. Qual é o valor de r para que a reta de equação x — 5y + 20 = O seja paralela à 
reta determinada pelos pontos M(r, s) e N(2, 1)? 


125. Qual é a equação da reta que passa pelo ponto A(1, 1) e é paralela à reta 
y=-2x+1º 
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126. 


127. 


128. 


129. 


130. 


131. 


132. 


133. 


Determine a equação da reta paralela à reta determinada pelos pontos de coor- 
denadas (2, 3) e (1, —4) passando pela origem. 


Determine a equação da reta que passa pelo ponto (3, 4) e é paralela à bisse- 
triz do 2º quadrante. 


Determine a equação da reta s que contém P(— 5, +4) e é paralela à reta r cujas 
equações paramétricas sãox =3te y=2 -—-5t. 
Solução 


1º) Coeficiente angular de r 


t=5=2 1 5 x=6-3 = 5x+3y-6=0 
a 5 

jp = => = = 
b Ss) 

2º) Equação de s 

s/r=om=m=- 


PES>y-4=mK+5) 5 y-4=-5(K+5) 5 
= yo Ms o 2 E» Dear Ear 18) = (0) 
Resposta: s: 5x + 3y +13 = 0. 


Determine a equação da reta que passa por P(-3, 7) e é paralela à reta defi- 
: 2 4 11 
nida porAl—, —| e B|-—, >). 
3 7 3 7 
Determine a equação da reta u que passa pelo ponto de interseção das retas 
rete é paralela à reta s. Dados: 
ter! six=2t-1ey=2+3et2X-y-4=0 
Os pontos M, N, Pe Q são os vértices de um paralelogramo situado no primeiro 
quadrante. Sendo M(3, 5), N(1, 2) e P(5, 1), determine o vértice Q. 


Dois lados de um paralelogramo ABCD estão contidos nas retas r: 2x +y — 3 = 0 
es:x+y— 2 = 0. Dado o vértice A(—3, 4), determine B, Ce D. 


Qual é a figura formada pelos pontos do plano cartesiano cujas coordenadas 
satisfazem a equação |x — y| = 1? 
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V. Condição de perpendicularismo 


74. Teorema 


"Duas retas res, não verticais, são perpendiculares entre si se, e somente se, 


o produto de seus coeficientes angulares é —1.” 


(LS pon = dl 


Demonstração: 


1º parte: 


Conforme o caso, das figuras acima tiramos: 


T T 
a ed ou = ass 


(o ângulo externo é igual à soma dos internos não adjacentes) 


e então: 


1 
= 
tg a 


tg a, = tea = 3) > tga, = cotg (—a4) > tga, = — 


> tw tga=-1>mm=-l 
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22 parte: ni ls = dl => LS 


1 
Ms 


1) mem, =-1>m= -— 


isto é, m, ms, portanto as retas res 
são concorrentes e formam um ângulo 


6 tal que: 

2º) Temos: 

pise > tga, = — > tga, = —cotgas > 
r ms ár tg ao 1 2 


= ga -tg[E+a)) 5 q =5 + a (2) 
Comparando (1)e (2): 060=— >| [1S 


75. Exemplos: 


19) r:3x+2y—-1=0 e s:4x-— 6y +3 = 0 são perpendiculares, pois: 


a 3 
isa E 
> mms =-—1 
as 4 2 
Mm = =+—=— 
Do 6 3 


29) 1:3x— 11y+4=0 es: 11x+3y — V2 =0 são perpendiculares, pois: 


a4 3 
mM, = — pi ma 
by 11 
> m:ms=-—1 
as, 11 
Ms =—"L = + 
Do 3 
3) r:x=3 e s:y=—1 são perpendiculares, poisr//y es // x. 
Notemos que neste último caso não vale a relação m, : ms = —1, uma vez que 
r é vertical. 
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76. Comentário 


Existe uma condição de perpendicularismo que vale também no caso de uma 
das retas ser vertical. Deixamos como exercício a sua demonstração: 


"Duas retas r:ax + by + c =0 e s: ax + boy + c = O são perpendicu- 
lares se, e somente se, a,a, + b,b, = 0." 
Assim, por exemplo, as retas x = 3 e y = —1 são perpendiculares, pois: 


ajao+ bgb,=1-0+0:1=0 


11. Construção da perpendicular 


Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e é perpendicular a uma reta r 
(dada, não horizontal). 

Por exemplo, vamos resolver este problema quando r tem equação 
bx+ 7y+1=0eP=(6,-5): 


a 5 

m=—-— = ——> 

b 7 
Sie ques Eee ul 
ê m, 5 5 


Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 66; a equação de s é: 


y-(5)=54-6) s 


5(y +D) = 7(x— 6) 
by + 25 = 7x — 42 


xi Soy GO r 


EXERCÍCIOS 


134. Demonstre que r: a dus les: X= 


7 7 são retas perpendiculares. 


0 |< 
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135. 


136. 


137. 


138. 


139. 
140. 


141. 


142. 


143. 


144. 


145. 


146. 


147. 


Determine p de modo queasretasr: —-2x+(p— 7)y +3=0es:px+y— 13=0 
sejam perpendiculares. 


Se E + = =1 e Ax+By+C=0O são retas perpendiculares, calcule bA + aB. 


Dentre os seguintes pares de retas, qual não é formado por retas paralelas ou 
perpendiculares? 


aX+7y-3=0e L+-L=4 
7 "=D 
pp [Lt e -x+39+9=0 
y=3-8 
0) 2X-7=0e5/+2=0 
disso so 
5 


e) (a + 1)x+(a—-1)y =0 e (a —- 1)x=(a + 1)y 


Qual é o coeficiente angular da mediatriz do segmento que une os pontos 
(-2, -1) e (8,3)? 


Dê a equação da mediatriz do segmento que une os pontos A(O, 0) e B(2, 3). 


Determine a equação da reta s que contém P(2, 1) e é perpendicular à reta 
r2x—y +2=0. 


Determine a equação da reta que passa pelo ponto (—5, 4) e é perpendicular à 
reta Dx — 4y + 7 =0. 


Qual é a equação da reta perpendicular à reta y — 2 = O, passando pelo ponto 
P(3, 1)? 


Seja r a reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1, 0). Dê a equação da reta s que 
passa pelo ponto (1, 2) e é perpendicular à reta r. 


Determine a equação da reta perpendicular à reta y = x e que passa pela inter- 
seção das retas 2x — 3y — 1 =0e3x—y—-2 =0. 


Ache a equação da reta r, conhecendo-se o ponto H(2, 3), pé da perpendicular 
baixada da origem O(O, O) sobre a reta r. 


Escreva a equação da reta que passa pelo ponto P de abscissa 2 e pertence à 
reta y = 3x — 1, perpendicular à reta x + 3y — 13 = 0. 


Determine a projeção ortogonal do ponto P(—7, 15) sobre a retar:x = 2t,y = 3t. 
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Solução 


1º) Coeficiente angular de r 


x y 
t=—=—>5 3%X=2y5 3x-—2y=0 
23 y y 
a 8) E) 
p= = as ES 
b =2" " & 
2º) Equação de s tal que s 1 r, por P 
rm eso 
É m, 3 


pese Vy-dBe inter 7) => 
> y-15=-S +75 
E Bis Sy — SUL = (0) 


3º) Interseção de r com s 
| r3x—2y=0 
s:2x+3y=31 


Resolvendo o sistema, obtemos x = se 


Resposta: M (E, S), 
MESIS 


43"? 


TEORIA ANGULAR 


= 
13' 


Determine o pé da perpendicular baixada de P(—-2, 1) sobre r: 2x — y — 20 = 0. 


Determine o ponto Q, simétrico de P em relação à reta r. Dados P(—-3, +2) e 


nrx+y—1=0. 


Solução 


1º) s, por P, perpendicular a r 


a 
m=-D"=-15m=-—=+1 
r b s m, 
Pes y-2=dr)= 
= Wario = (0) 
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2º) Interseção de r com s 
rx+ty—1=0 
E x—>y +5=0 
Resolvendo o sistema, obtemos x = —2 e y = 3; portanto, 
M=(—2,3). 


3º) Q 


M é o ponto médio de PQ; então: 


mu > x=2ky-4="443=-1 


+ 
nm" >yw-2y-p=6-2=4 


Resposta: Q(—1, 4). 


150. Qual é o ponto simétrico de P(2, 3) com relação à retay =x — 3? 


151. Em um sistema cartesiano ortogonal xOy são dados os pontos A, sobre Ox de 
abscissa +1, e B sobre Oy de ordenada +2. Calcule as coordenadas do ponto 
P simétrico da origem O em relação à reta AB. 


152. Determine a retas, simétrica der:x —y +1 = Oemrelação at: 2x +y +4 = 0. 


Solução 
1º) Interseção de r com t 
fes War ál = (0) 
s:2x+y +4 =0 
Resolvendo o sistema, obtemos 


= Ro: e = A 
as doc 
5 2 
ortanto, R= |-—, ——|. 
ij 3 5) 


2º) Tomar PE rtal que P £ R 
ry=x+1,portantoyp = xp + 1 
Fazendo xp = O, obtemos yp = 1, isto é, P=(0,1). 
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3º) Equação deu 1 t, por P 


PEU5y-1=5(K-0) 5 Ux—29+2=0 


4º) Interseção de u com t 
ux—2y+2=0 
E 2x+y +4 =0 
Resolvendo o sistema, obtemos x = —2 e y = O; portanto, 
M =(—2, 0). 


5º) Q, simétrico de P em relação a t 
Sã SE SA (0) se SK 
m=>"5 > a es 


yp + Yo AGO 
SEO o O 1 
M 2 2 Yo 


Portanto Q = (—4, —1). 


6º) s é a reta RQ 


x wW dl 

my dl 5 9 
xr yr 1/05 E 450 
x! il 
que = a dl 

K Ty 

e = Di] =(0) = 

3 3 


153. Determine a equação da reta s simétrica da reta r: 2x + 3y — 7 = O em relação 
à bissetriz do 2º quadrante. 


154. Dados P(2,2) e r:3x + 2y — 6 = 0, forneça: 
a) a equação de s perpendicular a r por P; 
b) o ponto M, pé da perpendicular a r por P; 
c) o ponto Q, simétrico de P em relação a r; 
d) a reta t, simétrica de r em relação a P. 
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155. Determine a simétrica da reta r: x — 6y + 12 = O em relação: 
a) ao eixo dos x; 
b) ao eixo dos y; 
c) àretas:x+y —9=0. 
156. Determine as equações das alturas do triângulo ABC e prove que elas concor- 
rem no mesmo ponto H (ortocentro). 
Dados: A(O, —3), B(-4,0) e C(2,1). 


Solução 
1º) Equação de h, tal que h, 1 BC, por A 
EAN ce OA 
AX Xc—XB 2+4 6 

al 
Na, > — = 6 

Mpc 

RS ly = Wor8 — te — 10) = 
> 6x +y+3=0 (h,) 


Mpc = 


2º) Equação de hp tal que hp 1 CA, por B 


Ro e 
* ax 2-0 fon: 
SElh>y-0= = (rd) = 2My=-R=dloo jar Ay dl = (0 (yo) 


3º) Equação de hç tal que hç; | AB, por C 


os 
Bo ax —-4-0 4 ss 
Cehsy-1-Sk-D)53-3-4-854-39-5-0 


4º) Provemos que existe H E h, Ah; A hç 


(Hj = hn no (O +y + 3 = O resolvendo H(& 
x+2y+4=0 tá dal 
; 8 63 =t8) «r (O8) — [55 
He hg 4xH — o O or IRÃO O 
c» pois 4xy — 3yg — O A 5 E (0) 


157. Determine o ortocentro H do triângulo ABC cujos vértices são A(2, —1), B(O, 3) 
e C(1, 2). 
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158. Dados os pontos A(1, 1), B(5, 5) e C(—1, 2), determine a razão entre as áreas 
dos triângulos ABC e BCD, em que D é o pé da altura do triângulo ABC, traçada 
por C. 


159.Dados H(—-1,0),r:2x+y —-1=0es:x-—y-— 2 =0, obtenha a reta t que 
determina com r e s um triângulo cujo ortocentro é H. 


160. Demonstre que o quadrilátero de vértices 
A(a,b), B(a+4,b+3), Ca+7,b+ 7) e Da+83,b+4) 
é um losango. 


Solução 

Uma das maneiras de provar que 

ABCD é losango é mostrar que seus 

lados são paralelos dois a dois e A Cc 
suas diagonais são perpendiculares. 


Ay pas) =D 8 


Ax a+4)- a 4 
( ) > AB// CD 
Ru Ap o Aa (RS 
O NS EA GRE DZ 
ESRRRRRE= a A QU na (O O 
COMO GER DE 
> BC//AD 
o Ago bata bo 4 
om Geese TE 
RPA E 
RR A a+7)-a 
= NOLL ID) 


ERR ER E PR O (o An RR 
ER san) 


161. Obtenha os vértices de um losango ABCD tal que: 
a) A está no eixo dos y; 
b) B está no eixo dos x; 
c) a diagonal AC está contida em r: 7x + y — 3 = 0; 


d) as diagonais se interceptam em E [x 5, 
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162. Obtenha uma reta perpendicular a r: 4x + 3y = O e que defina com os eixos 
coordenados um triângulo de área 6. 


Solução 
4 3) 
m, = ss > m = A 
A equação reduzida da reta s é: 
E) 
=> x+ 
y 1 q 


Fazendo 4q = c, a equação geral de s é: 
3x — 4y +c=0 


A reta s corta os eixos nos pontos o <) 


e [-<, 0). Como a área do triângulo é 6, 
temos: 


2 
6-1 1d s42- = =144 > c=+12 


Resposta: 3x — 4y +12 = 0. 


163. Encontre a equação da reta que é perpendicular à retax — 2y + 4 = 0 e forma 
com os eixos coordenados um triângulo de área 4 unidades de área, de modo 
que esse triângulo tenha interseção não vazia com a retax — y = —8. 


164. Dados os pontos A(a, 0) e B(O, b), tomemos sobre a reta AB um ponto C de 
modo que BC = m - AB (m % O real). Pede-se a equação da reta perpendicular 
a AB, a qual passa pelo ponto médio do segmento AC. 


165.0 ponto P(3, 3) é o centro de um feixe de retas no plano cartesiano. Determine 
as equações das retas desse feixe, perpendiculares entre si, que interceptam 


; qe RR . 15 
o eixo Ox nos pontos A e B, e tais que a distância entre eles seja EE 


166. Dados o ponto A(3, 1) e a reta r cuja equação é y = 2x, traçam-se por A as retas 
AB | xe AC 1 r,onde BeC são, respectivamente, os pés das perpendiculares 
AB e AC. Prove que a reta determinada pelos pontos médios de OA e BC é per- 
pendicular a BC. 
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167. Dados A(1, 4), B(—3, 6), C(0, 2) e P(O, 6), traçam-se por P as perpendiculares 
aos lados do triângulo ABC. 


a) Obtenha os pés das perpendiculares. 
b) Prove que são colineares. 


z p T 
168. Pelo ponto P de coordenadas cartesianas ortogonais cos B, sen a(o <a<B=< 3) 
passam duas retas re s paralelas aos eixos coordenados (ver figura). 


a) Determine as coordenadas das in- 
terseções de re s com a circunferência 
xX +y2=1. 

b) Determine a equação da reta PM, em 
que M é o ponto médio do segmento AB. 


c) Demonstre analiticamente que as re- 
tas CD e PM são perpendiculares. 


169. Dado um ponto P situado no prolongamento do lado AB de um quadrado ABCD, 
traçam-se as retas PC e PD; pelo ponto E, interseção de BC e PD, conduzimos 
a reta AE cuja interseção com PC é o ponto F. Prove que BF e PD são perpendi- 
culares. 


VI. Ângulo de duas retas 


78. Dadas duas retasr:ax +by+cy=0€S: ax + boy + c, = 0, vamos calcular 
os ângulos que elas determinam. 

Ser//sour | 's,o problema é imediato; portanto, deixaremos esses dois 
casos de lado. 

Quando duas retas são concorrentes, elas determinam quatro ângulos, dois a 
dois opostos pelos vértices (e congruentes). 
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79. Calculemos 6,, ângulo agudo formado porre s: 


1º caso: uma das retas (s, por exemplo) é vertical. 


T T 
da = —5 
T W 
tg 04 = cotg Oq tg 04 = —cotg 4 
1 1 
tg 0 = — tg O, = -— 
E br m E br m 


Unificando as duas possibilidades, temos: 


Resumo 


Dadas r e s, se uma delas não tem coeficiente angular, a tangente do ângulo 
agudo f5 é o módulo do inverso do declive da outra. 
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2º caso: nenhuma das retas é vertical. 


TEORIA ANGULAR 


04 = q> — qq 


tg 04 = 


tg 0, = 


tg 04 


tg (a, — aq) 


tga, — tgas 


1 +tga>- tga 


Ms mM 


1+ms:m, 


tg 64 


tg 64 


tg 04 


Portanto, em qualquer situação, temos: 


Oq — Ago 
=tg(a — qo) 
—- Ba tê 


1 +tga>- tga 


Nas duas situações, se obtivermos tg 04 > O, teremos calculado diretamente 
atg 064; setg 6, <0O, então calculamos a tg 05 (ângulo complementar a 04) e, tro- 


camos de sinal para obtermos tg 04. 


Resumo 


Dadas res, se as duas têm coeficiente angular, a tangente do ângulo agudo 
fs é o módulo da diferença dos declives dividida por 1 somado ao produto dos 


declives. 
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80. Exemplos: 


1º) Calcular o ângulo agudo formado pelas retas 
nr3x-y+D=0 e s:2x+y+3=0 
est 


dB (-0)] |[=5 


Ms mM 
1 + msm, 


RE 


2º) Calcular o ângulo formado pelas retas cujas equações são 


r2x+3y—-1=0 e s:6x-—-4y+5=0 


m= 5 e me=+5 mm =-15r15560-T 


3º) Calcular o ângulo agudo formado pelas retas 


r4x+2y-1=0 e s:3%x-4=0 


a 1 = 1 
+ 2 RS 


r 


À ms 


4º) Calcular o ângulo formado pelas retas 


rox+2y=0 e s:10x+4y-—-7=0 


5 
m, = —> 
2 
10.5 > m=m>r/s>560=0 
É 4 2 


81. Comentário 


Existe uma fórmula para calcular o ângulo agudo entre duas retas que só não 
é válida se as retas forem perpendiculares. 


Deixamos como exercício a sua demonstração: 

"O ângulo agudo formado pelas retas 
rax+tby+c=0 e siax+by+c, =0 
asbo — asb; 


é Otal que tg O = 
é 8 asas + bybs 


(asao + bybo + 0)." 
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82. Construção da oblíqua 


Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e forma ângulo agudo 6 
(dado) com uma reta r (dada, não vertical). 


Por exemplo, vamos resolver este pro- 
blema com os seguintes dados: 


P(6, —5) 
9 = 45º 
rnox+7y+1=0 
a 5 
m=—— = —> 
b 7 
5) 
m Rol 
g0-|E DL | tg45 = 5 
RE 1+mo(-5) 
7 
> 1= Um +95 49 - 70m, + 25m2 = 49m2 + 70m, + 25 > 
(7 — Sms)? 


=> 24mê + 140m, — 24 =0 => ms == ou ms = —6 


Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 66. Existem duas possibi- 
lidades para a equação de s: 


1º 2a 
y-(-5)-54-6) yY—(=5) = -6(k — 6) 
6(y +5)=(x— 6) y+5=-6(x-6) 
6y +30 =x — 6 y+D=-6x+ 36 


x— 6y—- 36 = O ou 6x +y-—-31=0 


EXERCÍCIOS 


170. Qual é a tangente do ângulo agudo formado pelas retas 3x + 2y + 2 =0 e 
—x+2y +5 = 0? 
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171. Calcule a cotangente do ângulo agudo formado pelas retas x = 3y + 7 e 


x=13y+9. 


172. Calcule a tangente do ângulo agudo formado pelas retas não perpendiculares 


ax+by+c =0e ax+boyy+c =0. 


173. Calcule o ângulo agudo formado pelas seguintes retas: 


174. 


175. 


176. 


1ºcaso: rx +2y-3=0 e s:2x+3y —-5 =0 


preasonÃ+l-tes|N+! 
3 5 y=2t 
3º caso: r:x cos 60º + y sen 60º =6 e s:3y-V2=0 


X y 
49 n—+-— =1 :2x—- 3=0 
Rasta tuas -3 ES: ZX 


Em um plano, munido de um sistema cartesiano ortogonal de referência, são 
dados os pontos A(3, 0), B(10, 1) e M(6, k). Determine o valor de k para o qual 
o ângulo BAM = 45º. 


Dados os pontos A(4, —1), B(2, 1) e C(5 + V3, 3), calcule os ângulos inter- 


nos do triângulo ABC. 


Conduza por P(O, O) as retas que formam ângulo 6 = : comr: 6x+2y —-3=0. 


Solução 


A equação de uma reta qualquer passando por P é: y — O = m(x — 0), 
isto é,mx —y = 0. 


Para obter m vamos impor que essa reta forme ângulo 6 = 45º com r: 
mm mn (8) = = 

1 + mm 1 +m(—3) 1 —- 3m 

então: 1-3m=m+3 o 1-3m=-(m+3) 


use 


: : 1 
isto é: ns ou m=2. 


As retas procuradas têm equações: 5 x—-y=0 ou 2x —-y=0. 


Resposta: x+2y=0 ou 2x -y =0. 
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178. 
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Dados o ponto P(5, 4) e aretar: 2x — y + 7 = O, conduza as seguintes retas 
por P: 

s paralela a r 

t perpendicular a r 

u formando 6 = arctg 3 com r 

v paralela ao eixo Ox 

z paralela ao eixo Oy 


Solução 


A principal finalidade deste problema é mostrar que as retas s, t, U, V 
são retas que passam por P e têm coeficiente angular; portanto, suas 
equações são da forma: 

y->4=m-(x—5) 

e o que as distingue é o valor de m. 

Assim, temos: 


p= ins up E 


pe E 

É mM, 2 
E Mi — 2 1 
r=arctg3 gs|- my=-1oum, => 
E Ea E= b no 


v/Ox > m=0 
A reta z passa por P e não tem declive; portanto, sua equação é: 
x—-5=0 
Resposta: 
siy>4=2:(x-—5) 
E y-4=-5-(-5) 


UE = 4 = ál e (bs — 5) OU y-4=-5-(-5) 


viy—4=0 

z:x—5=0 

Determine as equações das retas s, e s, que passam por P e formam ângulo 6 
com a reta r nos seguintes casos: 

1º caso: P(1, 0) 0 = 30º nrx+y+1=0 

2º caso: P(O, 1) 0 = arctg 2 r2x—y+7=0 

3º caso: P(2, —1) 0 = 45º rx+2y=0 
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179. 


180. 


181. 


182. 


Considere as retas r e s coplanares formando ângulos « e B com a < B. Pelo 
+B 


E as A : a 
ponto de interseção passa uma reta t que forma com r um ângulo igual a Sm 


Quais os ângulos formados pelas retas te s? 


Determine a retas, simétrica der:x — y + 1 = O emrelação at: 2x +y + 4=0. 


Solução 
1º) Interseção de r com t 
Já vimos no exercício 152 que é 


(5-9 


2º) Ângulo agudo ft 


me > M o) | 
tg0=|————— |=|>———w—» | = 8 
e ++ E 
3º) Declive da reta s 
ms — m ts = (2 ins dr 2 
| es dn] a 
dl ae ins 2 dim; db se its * (=2) = 2 lin 


> 9%1-2m)2=(m, +22 > 35mê-40m,+5=0 > 


> m=1 ou si 


4º) Equação de s 


1 : E : 
Como ms = — (pois ms = 1 não convém, uma vez que acarreta r = s) e 
7 


REs, a equação des é: 


AB) df) aenos-e 


Resposta: s:x— 7y — 3 =0. 


Seja r a reta que passa pelos pontos (3, 5) e (7, 0). Obtenha a equação da reta s 
simétrica de r em relação à reta x = 7. 


Conduza pelo ponto P(3, 0) uma reta igualmente inclinada em relação a r: y = 2x 
e s:x=2y. 
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Solução 


Seja m o declive da reta t procurada. 


Temos: 
nr=st 
Então: 
te ni dp st 
IE 
fil — = 
I- ê 
dl =" 2im qse 
2 


(i=2Po Emsd 


(1 + 2m)? (2 + m? 

donde vem: 

(m + 2)(m — 22 = (2m + 1)2(2m — 1)2 > 15m!=15 > m=+1 
Resposta: y-0=+1(x— 3). 


Determine as equações das retas que contêm os lados de um triângulo, conhecendo: 


o seu vértice A de coordenadas (—2, 4); 

a reta r: 3x — 4y + 59 = O, que contém uma altura; 

aretas: 2x — y + 18 = O, que contém uma bissetriz; 

sendo a altura e a bissetriz relativas a dois vértices distintos. 


Demonstre que, em um triângulo retângulo, a reta determinada pelo vértice do 
ângulo reto e o centro do quadrado construído sobre a hipotenusa, externamen- 
te ao triângulo, é a bissetriz do ângulo reto. 


No retângulo ABCD traçam-se por A e C as perpendiculares à diagonal BD. 
Demonstre que os pés das perpendiculares, A e C, formam um paralelogramo. 


Na figura ao lado, OP é perpendicular a 
AB e as coordenadas dos pontos A, Be C 
são: A(x, 0); B(O, y); C(1, 2). 

a) Ache o comprimento £ do segmento 
AB em função de x, para x > 1. 


b) Para x = 2, ache a tangente do ângulo 
p entre OPe OC. 
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Sejam P(x, y) e O'(xo, Yo) dois pon- 
tos referidos a um sistema cartesiano 
xOy. 


Se x'0'y' é um sistema tal que 
xWxy' W yex',y' têm respectiva 
mente o mesmo sentido positivo de x, 
y, dizemos que x'O'y' foi obtido por 
uma translação de xOy. 


Nosso problema é estabelecer 
uma relação entre as coordenadas de 
P no "novo" sistema x'0'y' e no "an- 
tigo" xOy. 


No eixo dos x, temos: 


OP,=00,+0,P, >| x=x +X 


No eixo dos y, temos: 


OP, = 005+ 05P; >| y=yo +Y' 
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84. Consideremos, por exemplo, a 
reta de equação x + y — 7 = O. Eis 
alguns pontos que pertencem a essa 
reta: 


A(1, 6), B(2, 5), C(3, 4), 
D(4, 3), E(5, 2), HO, 1). 


Se é dada uma translação no sis- 
tema xOy de modo que a nova origem 
seja O'(2, 1), todos os pontos citados 
mudam de coordenadas, obedecendo 
à lei: 


x = x — 2 
(nova) (antiga) (origem 0") 
Yo = cy = 1 


Portanto, temos: 


A(—1, 5), B(O, 4), C(1, 3), 
D(2, 2), E(3, 1), F(4, 0). 


A equação da reta no sistema 


x'O'y' éobtidaa partirdex +y — 7 =0. 
Assim: 


DISTÂNCIA DE PONTO A RETA 


xty-7=0>(W+)+(y+1)-7=0>x+y'-4=0 


II. Distância entre ponto e reta 


85. Calculemos a distância entre a origem O e a reta r cuja equação geral é: 


ax+by+c=0 (1) 


A reta s, perpendicular a r pas- 
sando por O, tem equação geral: 


bx— ay = 0 (2) 
Se resolvêssemos o sistema for- 
mado pelas equações (1) e (2), obte- 


rífamos Q(x, y), ponto de interseção de 
rcoms. 
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O que nos interessa, no entanto, é a distância d = 0Q = Vx2 + y2. Então 

operamos assim: 
(12 > (ax+ by? = Rudi 
(22 — (bx— ay)? = 02 

a2?x2 + 2abxy + b2y2 + b2x2 — 2abxy + a2y2 = c? 

a?(x2 + y2) + b2(x2 + y2) = c2 

c2 
RE e 
d2 


e, finalmente, temos a fórmula: 


Assim, por exemplo, a distância da reta r: 3x + 4y — 25 = O à origem é dada 


por: 
: -| c -| o Dis 
clas») Ivzro | 


86. Calculemos a distância entre um ponto 
P(xo, Yo) e uma reta r: ax + by + c = 0. 

A ideia é transformar P em origem do 
sistema e, então, aplicar a fórmula já deduzi- 
da no item anterior. 

Dando uma translação no sistema xOy 
de modo que P seja a origem do sistema 
x'Py', determinemos a equação da reta r no 
"novo" sistema: 
ax+by+c=0 >a(x'+xo)+b(y' +yo)+c=0 => ax'+by'+(axo+byo+c)=0 

dj 
e 


Conforme vimos no item 85, a distância da origem P à reta r é: 


ec! 
digo Rea 
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donde vem a fórmula: 


dp =| 


re CR 


Vai + Dê 


Resumo 


Calculamos d substituindo as coordenadas de P no primeiro membro da equa- 
ção de r, dividindo o resultado por Va2 + b2 e tomando este resultado em valor 
absoluto. 

Assim, por exemplo, a distância do ponto P(2, —3) à retar: 3x — 4y + 2 =0 
é dada por: 


“laxo + byo + c 


d 
VP 


(selo 


=4 
V32 + 42 | 


87. Observações 


1º) A distância d é, em qualquer caso, um número real não negativo, isto é: 
d = O quaisquer que sejam Per. 


2º) A fórmula deduzida no item 85 (distância de r à origem) passa a ser um 
caso particular da fórmula deduzida no item 86. 


De fato, a distância der: ax + by + c= 0 ao ponto P = (0,0) é: 


q=|[2:0+b-0+c -| [o 
Va FB? Var b7 


88. Uma aplicação notável da fórmula da distância entre ponto e reta é o seguinte 
problema: calcular a distância entre as retas paralelas 


rax+by+c=0€e 
s:iax+by+c'=0 


Como sabemos, a distância entreres é 
igual à distância de um ponto qualquer P E s 
até a reta r. Então: 


1º) Seja P(xo, Yo) pertencente a s 


Pes > axo +byo+c'=0 > axo + byo = —c' 
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2º) A distância de P até r é: 
—C 


= A, 
dies axo + byo + c e 
| Va + 2 Va + 
Então vem a fórmula: 
dis= — 
Ss INS Fo 


EXERCÍCIOS 


187.Seja P o ponto de coordenadas (4, 3) num sistema cartesiano ortogonal oxy. Se 
OXY é um novo sistema de coordenadas, obtido do anterior por uma translação 
da origem de o para O(2, —1), determine as coordenadas de P no novo sistema. 
188. Calcule a distância do ponto (—2, 3) ao eixo das ordenadas. 


189. Calcule a distância da origem à reta r: ax + by + Va2 + b2 = 0. 


Solução 
die [a = E = 
or aro |varb 


Resposta: 1. 


190. Ache a distância da reta ah E as me (tER)aà origem. 
y = 


1941. Calcule a distância do ponto P à reta r nos seguintes casos: 
a) P(2,0) e r2x+3y —-5=0 
b) P(4,0) e rx+3y-—-5=0 


X y 
P(—1 a 
c) P(-1,0) e a Zi 
x=3t+2 
d) P(O, 2 e 
) P(O, 2) Re 
MIN T 
P(1, =1 Ho du — +y:sen— =2 
e) P( ) e rx E y A 
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193. 


194. 


195. 
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Calcule o comprimento da altura AH, do triângulo de vértices A(—3, 0), B(0, 0) e 
C(6, 8). 


Solução 
1º) Equação geral da reta BC a 
mw dl 
68 1/-0>5 8x-6y=0 
(0) (O) à 4x — 3y = 0 
2º) AH; = da, pc É H, É 
E a 9-0. |-12) 42 
Co Es 5 5 
Resposta: AH, = +. 


Calcule a altura do trapézio cujos vértices são A(—1, —3), B(6, —2), C(5, 2) e 
D(—9, 0). 


O ponto P = (0, O) é um vértice de um quadrado que tem um dos seus lados 
não adjacentes a P sobre a reta x — 2y + 5 = O. Qual é a área do quadrado? 


Calcule a distância entre as retas 
rnr3x+4y—-13=0 e s:3xXx+4y+7=0 


Solução 
Distância entre duas retas paralelas é a distância de um ponto P, per- 
tencente a uma delas, até a outra. 
1º)Tomemos P E r 
PEr=> Bor dp -LB=0 
13 — 3(—1) E 


Asi pia 4 


(o) 


Portanto P(—1, 4). 


2º) Calculemos d, s 

Sl) sr ds 7 | | 20 
V9 + 16 | o E 

Resposta: d s;=4. 


Os = Cs = [-4 
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196. Calcule a distância entre as retas cujas equações são ax + by + c=0 e 
ax+ by —- c=0. 


197. Determine os pontos da reta r: y = 2x + 1 que estão à distância 2 da reta 
s:3x— 2y+1=0. 


198. Determine as equações das retas que formam 45º com o eixo dos x e estão à 
distância 2 do ponto P(3, 4). 


Solução 

X=45º > me =+1==a 

Façamosa =1 e b=-—1. Então a 

equação de r é 

x>y+c=0 

Mas dp + = V2. Então: 

[Siro o Fito qo 

= fo |=2 = 6>11L=5 = 0= A QUuo=8 


Resposta: n:x—y+3=0 ou r:ix—y-—-1=0. 


199. Obtenha uma reta paralela a r:x — y + 7 = 0 e distante 2 do ponto C(2, 2). 


200. Determine as equações das perpendiculares à reta r: 3x + 4y — 1 = 0, as quais 
estão à distância 4 unidades do ponto P(2, 0). 


III. Área do triângulo 


89. Calculemos a área do triângulo cujos 
vértices são 
A(xa, ya), B(x,, Y2) e C(x3, Y3)- 


1º) Lembrando a fórmula da área do 
triângulo da Geometria Plana: 


ah 
área = 2 * base - altura 
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Temos: 
E 
S=—-BC-AH 
2 


2º) Aplicando a fórmula da distância entre dois pontos: 
BC = V(x, — xa)2 + (y2 — y3)? 


3º) A equação geral da reta BC é: 


x y 1 
x y2 1/=0 5 (y,— Yy3)x + (x3 — xo)y + (Xoy3 — X3y2) = O 


a b fo) 


4º) Cálculo da distância do ponto A à reta BC: 


A(x4, Y1) ida ax, + by, + c 
(BC) ax + by + c=0 Va? + p? 
então: 
X y 1 
X y2 1 
AM = d = | fem aba — bo o Soda — bio o) a 
V(y2 — Yy3)2 + (x3 — x5)2 (xo — xa)2 + (y2 — y3)? 
X y 1 
5º) Indicando Dapc = |X> y> 1|, temos: 
X3 y3 1 
SS pod: (xo — Xa)2 + (yo — ya)? *— |Dac| 
2 2 (xo — xa)? + (y2 — y3)? 


donde vem a fórmula: 


ál 
s==.|D 
> | Daee| 


Assim, por exemplo, a área do triângulo cujos vértices são A(4, 1), B(-2,3) e 
C(O, —6) é: 


Xa YA 1 4 11 
Dapc = XB YB 1/=|-2 3 1/-364+2 +12 =50 
Xo Yo 2 O -6 1 
1 4 
s==.|Dascl==-50 = 25 
À. Dyoo| = 5 
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90. Observações 


1º) Para todo triângulo ABC, a área é um número real S > 0. 

2º) Se A, Be C são colineares, isto é, se não existe o triângulo ABC, temos 
Dapc = 0 e S=0. 

3º) A unidade de área, raramente indicada nos problemas de Geometria Analí- 
tica, é o quadrado da unidade de comprimento utilizada nos eixos. 


EXERCÍCIOS 


2041. Calcule a área do triângulo cujos vértices são A(a + 1, a + 2), B(a, a — 1) 
e C(a + 2,a). 


202. Determine a área do triângulo ABC, onde A, Be C são, respectivamente, os pon- 
tos médios dos segmentos MN, NP e PM, sendo M(1, —5), N(3,3) e P(9, —5). 


203. Calcule a área do triângulo determinado pelas retas de equações y = 2x, 
X 
= ex=4, 
y 2 X 


204. Calcule a área do triângulo determinado pelas retasy =x, x = 4ex+y — 2 =0. 


205. Calcule a área do quadrilátero ABCD, dados: A(O, 0), B(4, —2), C(6, 8) e D(O, 4). 


Solução 
1º) Área do AABC 
(0) 01 
Dasc =|6 8 1|=-—44 
a =D dl 
D 
2º) Área do AACD 
001 
Dacp=|6 8 1|-24 
(0) Al dl 
D 
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3º) SaBcD ms SaBc ar SacD =22+12= 34 
Resposta: S — 34. 


206. Calcule a área do quadrilátero cujos vértices são A(—4, 4), B(O, 1), C(—4, —2) 
e D(—8, 1). 


207.0s pontos A(1, 2), B(4, 3), C(3, 1) e D(m, n), nessa ordem, formam um parale- 
logramo. Determine a equação da reta AD e calcule a área do paralelogramo 
ABCD. 


208. Calcule a área do pentágono ABCDE, dados: A(2, 1), B(2, 0), C(O, —4), D(—2,1) 
e E(O, 4). 


209. Determine y de modo que o triângulo de vértices A(1, 4), B(4, 1) e C(O, y) tenha 


área 6. 
Solução 
il 4 dl 
Dapc = |4 il 1/=3y-— 15 
O w dá 
D Sy = 15 
=D ,g WD gy 5|»y-5=44 = y=544 


Resposta: y=9 ouy=1. 


210. Dados os pontos A(2, 3), B(O, —1) e C(1, y), calcule y para que a área do triân- 
gulo ABC seja 12. 


211. Num triângulo ABC, temos: 
1º) AB Crtalque ny = 3x; 
2º) ACC Ss talque s:x = 3y; 
3)BCCttalqet/ueux+y=o0; 
4º) a área do triângulo ABC é 4. 
Obtenha a equação da reta t. 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar E 


DISTÂNCIA DE PONTO A RETA 


212. 


213. 


Solução 


Seja x+y+c=0 aequação da retat//u. 
Falta apenas determinar o coeficiente c. 


1º) Determinemos rNs 


[y = 3x resolvendo , x=y=0 > A(0,0) 
|x=3y 
2º) Determinemos rNt 
[y = 3x resohendo, y - Co y- dE, p(-S, de) 
Ix+y+c=0 a li ERR 
3º) Determinemos s Nt 
[hay resohendo, y — SE o y= E, o( SE O] 
x+y +c=0 4 “ A É 
4º) Determinemos c 
0 O dá 
R E SC jo gl q 
ABC 4 4 16 16 2 
ESC 
4 
D 2 
Sal el 24 5 02-16 0=44 


Resposta: titx +yt4 =0. 


Calcule as coordenadas do vértice C do triângulo ABC de área 12, sabendo que 
A=(0, —1), Béainterseção da retar:x +y — 2 = O comoeixo dosxe C Er. 


Determine a área do triângulo ABC, sabendo que: 
a) A=(1,0)e B=(-1,0); 

b) y=x+ 1 é a equação do lado BC; 

c) o coeficiente angular da reta AC é 2. 
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217. 


218. 


219. 


220. 


221. 


IV. 


91. 


DISTÂNCIA DE PONTO A RETA 


Determine o vértice C de um triângulo ABC, de área igual a 2, no qual A(3, —2), 
B(4, —1) e cujo baricentro está sobre a reta 2x — y + 3 = 0. 

Num triângulo ABC, no qual A(2, 1), B(0, 3) e C(—1, 0), toma-se M na reta BC tal 
que as áreas dos triângulos AMC e AMB ficam na razão = Calcule as coorde- 


nadas de M. 


Os vértices de um triângulo são A(1, 0), B(3,5) e C(—1, 1). 
a) Obtenha o baricentro G do triângulo. 
b) Mostre que os triângulos ABG, ACG e BCG têm a mesma área. 


Demonstre que uma mediana de um triângulo divide-o em partes equivalentes. 


Demonstre que a área de um triângulo é o quádruplo da área do triângulo cujos 
vértices são os pontos médios de seus lados. 


Determine uma reta perpendicular a r: 2x — 3y = O que defina com as bissetri- 
zes dos quadrantes um triângulo de área 20 unidades. 


Obtenha uma reta que passe por P(1, 1) e defina com os eixos coordenados um 
triângulo de área 2, no primeiro quadrante. 


São dados, num plano, as duas retas r,, de equação y = 2, e r;, com equações 
paramétricasx = -—-2+h ey=2+2h eopontoA = (1,3). 


a) Entre as retas que passam por, determine a reta r para a qual as distâncias 
de A às interseções com r, e r, sejam iguais. 


b) Satisfeita a condição do item anterior, determine a área do triângulo formado 
pelas retas r, n e r5. 


Variação de sinal da função 
E(x, y) = ax + by +c 


Consideremos o trinômio: 


E(x,y) ou E(P) = ax + by +c (a Z0 ou b 0) 


função de duas variáveis x e y cujo domínio é o conjunto dos infinitos pares ordena- 
dos (x, y), isto é, o conjunto de pontos P do plano cartesiano. 


Sabendo que os pontos P(xo, Yo) para os quais E(P) = axo + by, + c = O estão 


todos sobre a mesma reta r do plano cartesiano. 


7 
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Consideremos dois pontos Q(x,, y1) e 
Rí(xo, Y5), não pertencentes à reta r, os quais 
determinam a reta s concorrente com r em 
M(x, y). - 

O ponto M divide QR na razão k. Então: 


E daí vem: 


-X th = Yi + ky, 


x y 
1 +Kk 1 +Kk 


Por outro lado, M pertence à reta r e então deve satisfazer sua equação: 


go ap = 
1 +kKk 1+kKk 


ax +kx)+b-(y +ky)+e-(1+Kk=0 


Donde tiramos: 


k= A tby te EQ) 
ax, + by, + c E(R) 


Finalmente, temos: 


1º) Se Qe R estão no mesmo semiplano em relação a r, então M é exterior a 
QR, o que implica k < O, isto é, ax, + by, + ce axo + by, + c de mesmo sinal. Em 
símbolos: 


Q num semiplano | E(Q) -E(R) > 0 


R no mesmo semiplano 


2º) Se Qe R estão em semiplanos opostos em relação a r, então M é interior 
a QR, o que implica k > O, isto é, ax, + by, + ce ax, + by, + c de sinais contrários. 
Em símbolos: 


Q num semiplano 
R no outro 


| - EQ) -E(R)<O 
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92. Resumo 


1) Os pontos P(xo, Yo) pertencentes a r anulam E(x, y); 


2) Os pontos Q(x4, y1) pertencentes a um mesmo semiplano e não pertencen- 
tes a rtornam E(x,y) > 0; e 


3) Os pontos R(xo, Y2) pertencentes ao outro semiplano e não pertencentes a 
rtornam E(x, y) < O. 


93. Exemplos: 


1. Estudar a variação de sinal de E = 2x + y — 2. 


1º) Determinemos o conjunto dos pon- 
tos que anulam E: 


E=0>2x+y-—-2=0 (1 
2º) Determinemos o sinal de E no semi- 
plano da origem: 


E(0)=2-0+0-2=-2<0 


3º) Concluímos que, para todo ponto do 
semiplano ra, temos E > O e, de rf, temos 
E < O (veja figura). 


2. Estudar a variação de sinal de E = x — y. 
19 E=0>x-y=0 (1 
2) E(1,0)=1-0=1>0 


3º) Conclusão: 


Per >SEP)=o0 
Pera > EP)>O0 
PER SEP)<O 


94. Regra prática 


Do estudo da variação de sinais do trinômio E(x, y) = ax + by + c, podemos 
tirar a seguinte regra prática: 


1º) Dado o trinômio E(x, y) = ax + by + c, buscamos os pontos que o anulam 
(pontos da reta r de equação ax + by + c = 0). 
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2º) Calculamos o sinal de E na origem O(O, O). Este sinal é o de c, pois 
E(O) =a:-0+b-0 +c=c. Aplicamos a teoria, concluindo que o sinal E(O) é o sinal 
de E em qualquer ponto do semiplano onde está O. 


3º) Atribuímos a E, nos pontos do semiplano oposto ao anterior, sinal contrário 
ao de c. 


Observamos que, se a reta r contiver O, o raciocínio anterior não é válido. Neste 
caso, em vez de O, temos de tomar P qualquer, fora de r. (Por exemplo num quadrante 
onde não passa a reta r.) 


V. Inequações do 1º grau 


A principal aplicação do estudo de sinais ora concluído é na resolução de 
inequações do primeiro grau a duas incógnitas, as quais só admitem solução 
gráfica. 


95. Exemplos: 


1. Resolverx —y +1>0. 
1º) Equação de r 
E=0>x-y+1=0 
2) E(0)-1>0 5 E>0emra 
3) E<0O emrB 


Resposta: região ra. 


2. Resolver 2x + y = 0. 
1º) Equação de r 
E=05 2x+y=0 


2) E(1,1)-2:1+1-=-3>0 
então E > 0 em ra. 


3) E<0O emrB 


Resposta: região ra Ur. 
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EXERCÍCIOS 


222. Estude a variação de sinais dos trinômios: 
a) E=x+y-—3S 
b) E=-8x+2y+4 
c) E=-x+ 3y-— 6 
d) E= —6x — 2y — 12 
e) E=5x—4y 


223. Resolva a inequação 2x + 3y = 6. 
Solução 


1º) Equação de r 
E=-2x+3y-—- 6-0 


2º) Valor de E na origem 

E(O) = 2(0) + 3(0) — 6 = —6 
E = O no semiplano rÊ 

E = O no semiplano ra 

3) Ex, y)=0 5 (xyera 


Resposta: semiplano ra (incluindo r). 


224. Resolva graficamente as inequações: 


a) x—-4y+4>0 d) 12x + y +3<0 
b) 2x— 5y — 10 < 0 e) 3x — 2y=>0 
c) 3x + 2y — 6=0 f) 3x +y<0 
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225. 


226. 


227. 


Resolva a inequação Eme 
x+y—2 


Solução 
1º) Variação de E, =x — y +2 
SOS K=yc2=(o) (9 


E((0)= +2>0 

2º) Variação de E; =x +y-—2 NO) 

E-0= xy 2-0 (8) ENS 

Es(0) = -2<0 ; 
ENO 


E E, e E, com sinais iguais 
39) | >0 => ;ou 
E> E, =0€ E+0 


Resposta: A inequação é satisfeita pelos 
pontos (x, y) dos dois ângulos opostos 
pelo vértice da figura, com exceção dos 
pontos da reta s. 


Determine os pontos P(x, y) do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem 
a condição: 


1ºcaso:2x —- 3y+6<0 e xty+5<O 
2º caso: 3x + 2y < 0 e x=0 

3º caso:y = —1 e x-3>0 
4ºcaso:4x + 2y -4<0 e 2x+4y=-8 
5º caso: 3x — y<6 e y=z1 


Considere o sistema de inequações 
x—-y=0 

Sijxty<1 
y=-2 


Represente graficamente o conjunto A = ((x, y) E R2| (x,y) satisfaz Ss). 
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Represente graficamente os pontos do plano que satisfazem simultaneamente 
as inequações x — 3y=0 e 3x+y=0. 


Represente graficamente, no plano cartesiano, o conjunto de pontos P(x, y), tal 
que: 

0O<x<1 

y=z0 

x+ty=<2 


Resolva a inequação |x + y|< 1. 
Solução 
do pos dos forPe ve tepysraicoy = dps 


2º) Variação de E, =x +y + 1 
E -0>x+ty+1=0 (r) 
E(0) =1>0 


3º) Variação de E; =x +y— 1 
E=0>x+y-1=0 (s) 
Es(0) = -1 <0 


E, e E, com sinais contrários 
4) E :-E<=0 > 40u 
Ei = (0) (ou E, = (0) 


Resposta: A inequação é satisfeita pelos 
pontos (x, y) da faixa de plano compreen- 
dida entre res, incluindo as retas res. 
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231. 


232. 


233. 


234. 


235. 


VI. 


96. 


Qual é a figura formada pelos pontos do plano cartesiano que satisfazem a 
sentença |x| > 5? 


Determine os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as 
desigualdades: 


1º caso: |x+y|<3 3º caso: y-1>0e|x|<2 
2º caso: |x| +y>2 4º caso: 2<|y|<3e1<l|x|<2 


Determine os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as 
desigualdades: 


1º caso: (2x — y + 4)x+ 2y — 6) < 0 
2º caso: (2x + y + 2x — 2y — 1) =0 


3º caso: 2x+ty— 6 =0 


3x —y+83 a 
acaso LOS ageyso 
x—>y+2 


Assinale no plano cartesiano o conjunto no qual estão contidas todas as retas 
de equaçãox + y + c=Ocomc= -—2. 

As regiões do plano definidas por 

x +2xw<2,x =0 

2x +x<2,x=>0 

determinam um quadrilátero, no qual está definida a função y = xy + xo. 


Sabendo que o máximo desta função está num dos vértices deste quadrilátero, 
determine esse valor. 


Bissetrizes dos ângulos de duas retas 


Vamos obter as equações das bissetrizes t, e t, dos ângulos definidos pelas 


retas concorrentes r: ax + by + c,=0 e s:ax+bsyy +c, =0. 


nos nos quais o trinômio E, = ax + by + «q 
assume valores numéricos de sinais contrá- 
rios, excluídos os pontos de r. Analogamente, 
a reta s divide o plano em dois semiplanos 
nos quais o trinômio E, = asx + boy + c as- 
sume valores de sinais contrários, excluídos 
os pontos de s. 


buição de sinais seja a da figura. 


A reta r divide o plano em dois semipla- 


Admitamos, para raciocinar, que a distri- 
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Verificamos que sempre r e s determinam dois ângulos opostos pelo vértice 
(assinalados na figura), em que E, e E, assumem valores numéricos de mesmo sinal 
e determinam dois outros ângulos opostos pelo vértice, em que E, e E; assumem 
sinais contrários. 


Temos, então: 


1º) Se P(x, y) E t,, então dp, = dps, isto é, 
Es(P) Es(P) 


Sendo E;(P) - Es(P) > O, vem 


ax +b;y +c | ax+hboy+c 


que é a equação da reta t,. 


2º) Se P(x,y) E t,, então dp, = dps, isto é, 
Es(P) Es(P) 


Sendo E,(P) - Es(P) < O, vem 


ep ar ly ar Om e MaX boy + c5 


Vaz + bi as + b5 


que é a equação da reta ty. 


Resumo 


As equações das bissetrizes são: 


chbnadlo 1) (no (opte Sn lohh amor 
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97. Exemplo: 
Obter as equações das bissetrizes dos ângulos formados pelas retas 
r3x+4y —-1=0 e s:12x—- 5y =0 


As equações são: 


3x +4y 1, 12x 05y 3, 3XH4y 1, 12x 5y À 


de 0 0 
9116  V144+25 5 13 = 
> 132x +4y- 1)+5(12x—- 5) = 0 


Resposta: 99x + 27y — 13 = 0 ou —21x + 77y — 13 = 0. 


Observemos, para conferir, que as bissetrizes são perpendiculares: 


m = 8º 11 
RE 

ar a > mm =-1>5t1lt 
PE ie TP 
E Mi 


EXERCÍCIOS 


236. Obtenha as equações das bissetrizes dos ângulos formados por r: 3x + 4y = O 
es:8x-— 6y —-1=0. 


Solução 


Pela teoria, temos: 
ax + 4y xy 1 
V9+16  V64+36 
2(3x + 4y) +(8x — 6y — 1) = 0 
(6x + 8) +t(8x — 6y — 1) = 0 


= 0 
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Separando as equações, vem: 


(6x + 8y) +(8x — 6y — 1) = 0 > 14x +2y — 1 =0 
ou 
(6x +F8y) —(6x= 6y=1)-0> 2X +14y 1-0 


Resposta: 14x + 2y —-1=0 e 2x-—- 14y — 1 =0, 


Determine as equações das bissetrizes dos ângulos formados por 
rn 4x+4y-3=0es:x-y+1=0, 


Qual é a equação do lugar geométrico dos pontos P(x, y) equidistantes das re- 
tasr:3x +4y — 12 =0 e s:5x+12y—-60 = 0? 


Qual é a bissetriz do ângulo agudo formado pelas retas r: 2x + 3y — 1 = 0 
es:3x+2y+1=0? 


Solução 


1º) Obtemos as duas bissetrizes 
da fone) em Dao) A fa 
V4+9 0 V9+4 


(x +3y- D+(3x+2y+1)=0 


= 0 


então |U 2x+3y-1+3x+2y4+1=0 >x+y=0 
Ia Ovi xy QU= x Va 2iO 
2º) Determinemos qual delas é a 

bissetriz do ângulo agudo. 

Para isso tomamos qualquer bissetriz 
PE re calculamos dp, e dp +; 

A menor distância corresponde à p 


bissetriz do ângulo agudo. ss 
bissetriz 


Pers erp -L=OS 
1 = 2xXp 

e] 
Fazendo xp = 2, resulta yp = —1. 


=> jp = 
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Seja P(2, —1) E r. Temos: 


d =| 
REDE eia 
> dp <dpt 
A [2 (u+2] pl. 5 
Rito V1+41 2] 2 


Resposta: t:x+y = 0. 


240. Determine a bissetriz do ângulo agudo definido pelas retas 1: 4x + 3y = 0 e 
s:6x+8y+1=0. 


241. Dê a equação da bissetriz do ângulo agudo formado pelas retas 3x + 4y + 1=0 
e3x—4y—-1=0. 


242. Qual é a equação da bissetriz interna, por A, no triângulo de vértices A(O, 0), 
B(2,6) e C(5, 1)? 


Solução 


A externa 


1º) Equações de AB e AC 


x wy dl 

261/-056x-2y=0 > 

001 > 3x -y=0 

» w dl c 
a à dj=0 = 4=5y=00 À 
0041 interna 


2º) Equações das bissetrizes 
3X >Y,X>5 
10 26 

V13(3x — y) +V5(x — 59) = 0 


Es us (3V13 + V5)x — (V13 + 5V5)y = 0 
to: (3/13 — V5)x — (V13 — 5V5)y = 0 


3º) Uma diferença básica entre as duas bissetrizes é que a interna deixa 
B e C em semiplanos opostos enquanto a externa deixa no mesmo semi- 
plano. Tomando a bissetriz t, e fazendo 


=0 
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E, = (3/13 + V5)x — (V13 + 55)y, temos: 
E,(B) = (3/13 + 5) 2 — (V13 + 545) .6= -28/5<0 
Ey(C) = (3/13 + 5) -5 — (V13 + 5/5) -1=14/13>0 


Como E,(B) e E,(C) têm sinais opostos, B e C estão em semiplanos opos- 
tos em relação a ty. 


Resposta: ty: (3/13 + V5)x — (V13 + 5V5)y = 0. 


Obtenha a equação da bissetriz interna, por B, do triângulo cujos vértices são 
A(6, 3), B(1, 1) e C(5, —4). 


Sejam M(—5, 2), N(-2, 5) e P(O, O) pontos do plano cartesiano. Calcule o 
comprimento da bissetriz do ângulo P do triângulo MNP. 


Dados A(1, —2), B(4, —2) e C(1, 2), obtenha o centro da circunferência inscrita 
no triângulo ABC. 
A 
Dados A(O, 0), B(3, 4) e C(12, —5), cal- 
cule o comprimento da bissetriz interna 
AP do triângulo ABC. 
B e 


Solução 


1º) Aplicando determinante, obtemos as equações dos lados do triân- 
gulo: 


(AB) 4x — 3y = 0, (BC)x +y — 7 =0, 

(CA) 5x + 12y = 0 

2º) As equações das bissetrizes por A são: 
4x =—3Yy + ox + 12y 

V16+9 V25+144 


t: 11x+ 3y=0 
tp: 3x— 11y = 0 


=0 > 134x-39)+5(5x+12)=0 


Donde vem I 
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3º) Fazendo E = 11x + 3y, temos: 

E(B) = 11(3) + 3(4) = 45 

E(C) = 11(12) + 3(—5) = 117 

Então a bissetriz interna é t;: 3x — 11y = 0. 


4º) A interseção de t, com BC é a solução do sistema 


et O a p(E 3 
Ly TO = a 


5º) A distância AP é AP = [E = (0) 


- 130 
Resposta: 3 


247.Calcule o comprimento da bissetriz interna AS do triângulo cujos vértices são 
A(—3, —3), B(9, 2) e C(5, 12). 


VII. Complemento — Rotação de sistema 


98. Seja P(x, y) um ponto referido a um sistema cartesiano ortogonal xOy. 


Se XOY é um sistema ortogonal com mesma origem que xOy e o ângulo entre 
os eixos xe X é «a, dizemos que XOY foi obtido por uma rotação de xOy. 


Nosso problema é estabelecer uma re- 
lação entre as coordenadas de P no novo sis- 
tema (XOY) e no antigo (xOy). 


Notemos que: 

Xx= OPs, y = OP> 

Xx= OP; - PP, y = OP; = PSP 
Temos: 
1º) OP = OP5+ PP 
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Projetando os três segmentos sobre Ox, vem: 


proj. OP = proj. OP; + proj. PaP 


OP; — OP; «cosa + PP -cos(E + a) 


x=X:-cosa-—-Y-sena 


2º) OP = OP, + P4P 
Projetando os três segmentos sobre Oy, vem: 


proj. OP = proj. OP, + proj. PAP 


OP; - OP; «cosa + PP -cos(T + a) 


y=X-sena+Y-cosa 


Existe uma outra forma de apresentar estas relações, utilizando matrizes: 
x | . |cosa -—sena X 
y sen a cosa || Y 
ou ainda 
X " cosa sena x 
Y —sena cosa y 
Por exemplo, se P = (2, 3) e o sistema sofre uma rotação a de 60º, as novas 
coordenadas de P serão: 


X =» cos 60º sen 60º 2 = 
Y —sen 60º cos 60º 3 


1 58 ||, à ae 
A 2 2 E 2 
3 1 3 
me da O Bd 
2 2 v3 2 

ou seja: x=1+ 88 e Y=-13+> 
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LEITURA 


Fermat, o grande amador da 
Matemática, e a geometria analítica 


Hygino H. Domingues 


Grandezas variáveis como velocidade, aceleração e densidade, por 
exemplo, envolvendo a ideia intuitiva de intensidade, eram chamadas, no sé- 
culo XIV, de "formas". 


Nicole de Oresme (1313-1382), considerado o mais importante mate- 
mático de sua época, talvez inspirando-se na tradição grega de associar o 
contínuo à geometria, teve a ideia de representar graficamente a variação de 
uma forma. 


Assim, no caso de um corpo que 
se move a partir do repouso com acele- 
ração constante, marcou sobre uma linha 
reta horizontal os valores do tempo (lon- 
gitudes) e representou as velocidades 
correspondentes por segmentos perpen- 
diculares à reta (latitudes). Comprovou 
então que os segmentos formam um tri- 
ângulo retângulo, posto que suas extre- 
midades superiores estão alinhadas; e 
que a velocidade no instante médio é a 
metade da velocidade no instante final. 


Segundo tudo indica, parece ter sido essa a forma em que foi usada 
pela primeira vez a ideia de representação gráfica de uma função mediante 
coordenadas. Mas tendo parado praticamente por aí nesse assunto, Oresme 
deve ser visto apenas como um precursor da geometria analítica. Aliás, a cria- 
ção desse novo campo dependia de progressos matemáticos (especialmente 
na álgebra) que ainda demorariam cerca de dois séculos. Dependia ainda da 
genialidade de alguém: no caso, de Pierre de Fermat (1601-1665) e René 
Descartes (1596-1650), cada um a seu modo, em trabalhos independentes. 


Francês da cidadezinha de Beaumont-de-Lomagne, Fermat cursou Direito 
em Toulouse, em cujo parlamento começou a trabalhar em 1631 — primeiro 
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como advogado, posteriormente como con- 
selheiro. Pelo zelo com que se dedicava às 
duas atividades profissionais, dificilmente 
se poderia adivinhar que sua vocação era a 
matemática (cultivada, com grande talento, 
nas horas de lazer). 


Ninguém como Fermat contribuiu 
tanto para o progresso da matemática em 
sua época. Participou com grande brilho da 
criação da geometria analítica, do cálculo 
diferencial e integral e da teoria das pro- 
babilidades; e foi, sem sombra de dúvida, 
o grande nome da fase inicial da moderna 
teoria dos números. Mas, parte por sua 
condição de amador, parte por sua grande 
modéstia, recusava-se sistematicamente 
a publicar seus trabalhos. E se estes são | Pierre de Fermat (1601-1665). 
conhecidos hoje é porque ficaram registra- 
dos em margens de livros, folhas avulsas e cartas. 


A geometria analítica de Fermat talvez seja um subproduto da tarefa que 
empreendeu a partir de 1629 de reconstruir o desaparecido Lugares planos, de 
Apolônio, mediante referências contidas na Coleção matemática, de Papus. E é 
o assunto do pequeno tratado Introdução aos lugares planos e sólidos, concluído 
no máximo em 1636, mas só publicado em 1679. Pois nesse trabalho, ao anun- 
ciar que dada uma equação em duas variáveis uma destas descreve uma reta 
ou uma curva, revelava estar de posse do princípio fundamental do novo méto- 
do. E ele próprio mostrou que uma equação geral ax + by = c, em que a 4 O 
ou b 4 O (notação atual) representava uma reta; e que equações do segundo 
grau em duas variáveis podem ser círculos, elipses, parábolas ou hipérboles. 


Fermat não usava um par de eixos, 
mas apenas uma semirreta positiva, e 
suas ordenadas tinham a mesma inclina- 
ção. A correspondência biunívoca entre o 
conjunto dos números reais positivos (úni- 
co que usava) e a semirreta era algo suben- 
tendido e muito vago. Ademais, Fermat usa- 
va a superada notação de Viete. E como 
não publicava, a geometria analítica hoje é 
conhecida apenas como "cartesiana". 


BRITISH LIBRARY, LONDON/DIOMEDIA 
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Definição 


Dados um ponto C, pertencente a um plano «a, e uma distância r não nula, 
chama-se circunferência o conjunto dos pontos de a que estão à distância r do 
ponto C. 


circunferência = (P E a | PC = 1) 


Consideremos a circunferência À de centro C(a, b) e raio r. 


Um ponto P(x, y) pertence a À se, e somente se, a distância PC é igual ao 
raio r. 


PEN Re= 
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Chama-se equação da circunferência aquela que é satisfeita exclusivamen- 
te pelos pontos P(x, y) pertencentes à curva. E imediato que um ponto genérico 
P E à verifica a condição PC = r. Portanto, temos: 


PErSP=roev(x-al+(y—-b2=r 


e, daí, vem a equação reduzida da circunferência 
Dea po (1) 


Assim, por exemplo, a circunferência de centro C(5, 6) e raio r = 2 tem 
equação (x — 5)2 + (y — 6)? = 4; a circunferência de centro C(—-1, —2) eraior = 3 
tem equação (x + 1)2 + (y + 2)2 = 9; a circunferência de centro C(O, O) e raio r = 4 
tem equação x2 + y2 = 16. 

Inversamente, toda equação da forma (1), com 12 > O, representa em um 
sistema cartesiano ortogonal uma circunferência de centro C(a, b) e raio r. 

Assim, por exemplo, a equação (x — 22 + (y — 3)2 = 1 representa uma cir- 
cunferência de centro C(2, 3) e raio r = 1; a equação (x + 22 + (y + 3)? = 1 repre- 
senta uma circunferência de centro C(—2, —3) e raio r = 1; a equação x2 + y2 = 
representa uma circunferência de centro C(0, O) e raio r = 1. 


EXERCÍCIOS 


248. Determine a equação de cada uma das circunferências abaixo. 


249. Determine a equação da circunferência de centro C e raio r nos seguintes casos: 


19 CS Mer=7 4) C(-3,5) e r=1 

2900,0) e r=9 5º) €0,2) er=2 
4 2 

9 c(-2,-1 = 9 cl> > = 

3)C(-2,-1)er-—5 ey o(a 5) er 4 
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250. Qual é a equação da circunferência de centro C(2, —1) que passa por P(3, 3)? 


251. Qual é a equação da circunferência de centro C(—2, 5) que é tangente ao eixo 
dos y? 


252. Qual é a equação da circunferência de centro C(3, —4) e que passa pela 
origem? 


II. Equação normal 


101. Desenvolvendo a equação reduzida (1), obtemos: 
(x = 28x + 22) +04 = 2by + bj =P 
isto é, 
x2+y2-22x-2by+(a2+b2-r2)=0 (2) 


chamada equação normal da circunferência. 


Assim, por exemplo, a equação x2 + y2 — 2x — 2y — 7 = O representa uma 
circunferência de centro C(1, 1) e raior = 3, pois equivalea (x — 12 +(y—- 12 =9. 


III. Reconhecimento 


102. Vamos examinar agora um problema importantíssimo: "dada uma equação do 
2º grau, em x e y, com coeficientes reais 


Ax2º + By2 + Cxy + Dx+ Ey+ F=0 (3) 


pergunta-se: 


1) Quais são as condições que A, B, C, D, E, F devem satisfazer para que ela 
represente uma circunferência? 

2) Quais são as coordenadas do centro? 

3) Qual é o raio?" 
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Para resolver o problema, comparemos as equações: 
x +y2-2ax—-2by+(a22+b2 -12)=0 (2) 
B C D E F 
Eye yo xd ye AS 
a 


Notemos que (2) é certamente a equação de uma circunferência e (3") foi 
obtida dividindo (3) por A (suposto não nulo), portanto (3') equivale a (3). 


Para que as equações (2) e (3') representem a mesma curva (circunferência), 
devem ser satisfeitas pelos mesmos pares ordenados (x, y), isto é, devem ser equi- 
valentes e, para isso, devem apresentar coeficientes respectivamente iguais: 


temoy? > 2-15B-A+0 


temoxy > *-05C-0 


termo x > Dia => Re. 
A 2A 
E E 
t — = —2b b=——— 
Emo > DA 


| F E 
termo independente > — = rp-spf=spr=gorp- ras 


D2 E F D2+EZ-4 


“an ar A AA? 
Notemos que r é número real positivo e então 12 > 0. 
Portanto, D? + E2 — 4AF > 0 

é condição necessária para a existência da circunferência. 


Vamos responder às três perguntas feitas pelo problema: 
1) B=AO,C=0, D2+E2 -4AF>0 


Quer dizer que uma equação do 2º grau só representa circunferência se x2 e 
y2 tiverem coeficientes iguais, se não existir termo misto xy e se 
e D2 + E2 — 4AF 


TE for real e positivo 
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2) centro (+ E 


2 DOR 
ZE ae ARA 
3) RT 


103. Observações 


1º) Se uma das três condições necessárias 
(A=Bz%O, C=0, D2+E2-4AF>0) 


não for satisfeita, a equação Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F= O não representa 
circunferência mas pode representar uma cônica ou a reunião de duas retas ou 
um ponto ou o conjunto vazio. Sobre este assunto deve-se ler o item 173 deste 
livro. 


2º) Quando a equação de uma circunferência apresenta x? e y2 com coeficien- 
tes unitários (A = B = 1), as coordenadas do centro e o raio podem ser calculados 
assim: 


E 
GENRE 
2 a 


3º) Outro processo prático, quando A = B= 1, para obter o centro e o raio de 
uma circunferência é passar a equação para a forma reduzida (x— a)2 + (y— b)2 = 12, 
em que a leitura de a, b, r é imediata. 


104. Exemplos: 


1º) Qual das equações abaixo representa uma circunferência? 
a) x2+3y2-5x— 7y-1=0 
b) x2+y2+xy—- 4x—- 6y-9=0 
c) 3X + 3y2 + 4x— 614 15=0 
d) x2+y2-2x-2y4+2=0 
e) 2x2+2y2 -4x—- 6y-3=0 
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Solução 
a) Não, porque A=1 e B=3 (x2ey2 não têm coeficientes iguais). 
b) Não, porque C = 1 (existe termo misto xy). 


c) Não, porque D2 + E2 — 4AF = 16 + 36 — 180 = —138< 0 
(o raio seria um número complexo). 


d) Não, porque D2 + E2- 44F=4+4-8=0 (oraio seria nulo). 


e) Sim, porque A=B=2, C=0, D2+E2 -4AF=164+36+24=76>0. 


2º) Achar o centro e o raio da circunferência À cuja equação é 


e ty -Zdy-d=o 


Solução 
Temos A=B=1,D 2,E=1,F 1, então: 

a Es 1, b E Ea Pepspietejpdga==e 
2 2 4 4 2 


Resposta: centro (a à) e raio = - 


3º) Obter o centro e o raio da circunferência À cuja equação é 
4x2 + 4y2 —- 4x—- 12y+6=0 


Solução 


Dividimos a equação por 4: 


R+y-x-3y+5=0 


e aplicamos as fórmulas simplificadas: 


19 3 
Reais pec 
sis aa 2 


Resposta: centro [E eraio = 1. 
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2583. 


254. 


255. 


256. 


257. 


258. 


259. 


260. 


EXERCÍCIOS 


Determine o centro e o raio das seguintes circunferências: 
1)x2+y2 —- 4x+4y-1=0 

2)x2+y2+2x—- 15=0 

89X +y-y+8=-0 

4º)2x22 + 2y2 + 8x+8y-34=0 
5)x2+y2+2x—-4y—-44=0 


Quais as coordenadas do centro da circunferênciax2? + y2 + 4X — 2y = 3? 


SeAxº + Ay2+Bx+Cy+D=0 (AO) éa equação de uma circunferência, 
determine o centro e o raio. 


Forneça a equação da circunferência simétrica dex? + y2 —- 3x — 5y—- 7=0 
em relação ao eixo das ordenadas. 


Qual é o ponto simétrico da origem com relação ao centro da circunferência 
x +y2 + 2x + 4y = 12? 


Ache a equação da reta que passa pelo centro da circunferência 
(x+3)2+(y-— 22 = 25 e é perpendicular àreta3x — 2y + 7 =0. 


Qual é o ponto da circunferência (x — 4)22 + (y + 3)2 = 1 que tem ordenada 
máxima? 


Para que valores dem ek a equação mx? + y2 + 4x — 6y + k = O representa 
uma circunferência? 


Solução 
A-=B>m=1 
D2 + E2-4AF>0 > 16436 —- 4mk>0 > 16 +36>4k > 


= k< DÊ k<13 


Resposta:m =1 e k<13. 
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Para que valores de m e k a equação abaixo representa uma circunferência? 
1º) mxX2+y2 + 10x — 8) + k = 0 

2º) mx? + 292 + 24x+ 24y —- k=0 

3º) 4x2 + my? —- 4x + 3k = 0 


Determine a, b e c de modo que a equação 36x? + ay? + bxy + 24x — 12y + c=0 
represente uma circunferência. 


Determine a, B e y de modo que a equação ax? + y2 + Bxy + 6x + 8y+y=0 
represente uma circunferência de raio 6. 


Solução 

1º) Vamos impor duas condições necessárias para que a equação repre- 

sente circunferência: 

A=B>5a=1 

C-0>5B-0 

2º) Se r = 6, temos: 

pe DS sore e SC SAT 
4A2 4 4 

Resposta:a=1,B -0ey = —11. 


E A 


Qual deve ser a relação entre m, n e p para que a circunferência de equação 
xX+y2-mx—ny+p=o0 passe pela origem? 


Solução 


1º) Para que a circunferência passe pela origem, o ponto (O, O) deve 
anular o 1º membro da equação, portanto: 


Go im 0 nEoFp o po 
2º) Para que a circunferência exista, devemos impor: 
D2+ E2-4AF=m+nº-4:1:0=m2+n2>0 


Resposta:p=0 em?+n? >0. 
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265. 


266. 


267. 


268. 


IV. 


Qual deve ser a relação entre m, ne p para que a circunferência de equação 
x2+y2 - mx— ny+ p= 0 tenha centro na origem? 


Solução 


1º) Para que a circunferência tenha centro na origem devemos impor: 


D m 
UE ga 
E n 
Pins dl 


2º) Para que a circunferência exista, devemos impor: 
D2+E2-44F=02+02-4:1-p>0>Pp<o0 


Resposta:m=n=0 e p<O. 
Dada a circunferência de equação x2 + y2 —- mx — ny + p= 0, obtenha a rela- 
ção entre m, ne p para que a circunferência tangencie os eixos. 


Dada a circunferência de equação x? + y2 — ax — by + c = 0, que condições a, 
b e c devem satisfazer para que ela seja tangente ao eixo dos x? 


Um quadrado tem vértices consecutivos A(3, 3) e B(4, 2). Determine a equa- 
ção da circunferência circunscrita ao quadrado. 


Ponto e circunferência 


105. Vamos resolver o problema: "dados um ponto P(xo, yo) e uma circunferência À 
de equação (x — a)? + (y — b)2 = r2, qual é a posição de P em relação a A?”. 


Calculemos a distância de P(xo, yo) até o centro C(a, b) e comparemos com 


o raio r. 


126 


São possíveis três casos: 


1º caso: P é exterior a À. 
Isto ocorre se, e somente se, PC >r 
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isto é, 


Do = E bp DP 
ouainda | (xy -a2+(yy-b2-r2>0 
2º caso: P pertence a À. 


Isto ocorre se, e somente se, PC = 
isto é, 


(Ko -—a2+(yo-b2=r 
ou ainda 
o alto bÉ="—o 
3º caso: Pé interiora À. 


Isto ocorre se, e somente se, PC <r 
isto é, 


Do =aP+fm=—b=< 
ou ainda 


(xo — a2 + (yo — b2 —- 12 <0 


CIRCUNFERÊNCIAS 


Podemos resumir esta teoria assim: dada a circunferência À de equação 
x+y2-2ax—-2by+a2+b2? —+12=0, seja f(x, y) o polinômio do primeiro membro, 


isto é: 


fc y)=(t-ap+gy—bP=? 


Quando é dado P(xo, Yo), cuja posição em relação a À queremos determinar, 


substituímos (xo, Yo) em f, isto é, calculamos: 
f(xo, Yo) = (xo — a)2 + (yo — b)2 — 12 
então, conforme vimos: 


f(xo, Yo) > 0 « P exterior a À 
f(xo, Yo) =0 S&S PEA 
f(xo, Yo) <O0 & P interior a À 
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106. Exemplos: 


1º) Qual é a posição de P(2,3) e A:x2+y2 — 4x = 0? 
Temos f(x,y) = x2 + y2 — 4x 
Então: 

f(2,3)=22+32-4:.2=5>0 > PexterioraÀ 


2º) Qual é a posição de P(0,0) e À:x2+y2 — V3x + N2y = 0? 
Temos f(x,y) =x2 + y2 — V3x + N2y 
Então: 

f(0,0)=02+02-V3-0+12:0=0 > PEA 


3º) Determinar a posição de P(0,1) e 1:2x2+2y2+5x+y— 11=0. 
Temos f(x,y) =2x2+2y2+5x+y-—-11=0 
Então: 

f(0,1)=2:02+2:12+5-.0+1-11=-8<0 > Pinteriorah 


107. Notemos que substituir P(xo, Yo) na função f(x, y) é muito mais simples que 
O» JO 

calcular PC e comparar com o raio r, pois obter C e r é uma operação trabalhosa, 

principalmente se a equação da circunferência tiver coeficientes irracionais. 


EXERCÍCIOS 


269. Qual é a posição do ponto P(3, 2) em relação à circunferência 


(x = 12 + (y = 1)º = 492 
Solução 


A equação da circunferência fica: 
fix y)=x2+y2-2x-2y-2=0 
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Substituindo as coordenadas de P no 1º membro: 
f(3,)2)=324+22-2.3-2:.2-2=9+4-6-4-2=1>0 


Resposta: P é exterior. 


270. Qual é a posição do ponto A(2, 2) em relação à circunferência 
x +y2-4x-—-4y+4=0? 


271. Determine a posição de P em relação à circunferência À nos seguintes casos: 
19P(-1, -4) e (Nx2+y2- 6x+4y+3=0 
29P(1,1) e (N)x2+y2+2y—- 80=0 
3%)P(0, 0) e (1) 16x2 + 1692 + 16/2x — 8y—- 71=0 


272. Determine p de modo que o ponto A(Y, 9) seja exterior à circunferência de 
equação x2+y2 —-2x— 2y—- p=0. 


Solução 


Fazendo f(x, y) = x2 + y2 — 2x — 2y — p, devemos ter: f(7, 9) > 0 
(7,9)=72+92-2:.7-2:9-p=98-p>0 


portanto: p < 98. 

Para a existência da circunferência, devemos ter 
D2+E2-4AF=4+4+4p>0> p>-2. 
Resposta: —2<p< 98. 


V. Inequações do 2º grau 


108. A principal consequência da teoria que acabamos de expor é o método para 
resolver inequações do 2º grau da forma: 


> 
f(x,y) = 0, 
< 


em que f(x, y) = O é equação de uma circunferência com coeficiente de x2 positivo. 
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Dada a circunferência À de equação f(x, y) = O, o plano cartesiano fica dividido 


em três subconjuntos: 


a) subconjunto dos pontos (x, y) ex- 
teriores a à, que é a solução para f(x, y) > O. 


b) subconjunto dos pontos (x, y) 
pertencentes a à, que é a solução para 
f(x,y) = O. 


c) subconjunto dos pontos (x, y) inte- 
riores a À, que é a solução para f(x, y) < O. 


109. Exemplos: 


1º) Resolver a inequação x + y2 — 4x — 4y + 5<0. 


Temos: 


fx y)=x+y2-—- 4x —-4+5e 
f(x, y) = O é a equação da circunferência À de 
centro C(2, 2) e raio r = 3. 


O conjunto dos pontos que tornam 
f(x, y) < O é o conjunto dos pontos interiores 
a à (círculo aberto ou disco aberto). 


2º) Resolver a inequação x2 + y2 < 1. 

Temos: 

ftxy)=x2+y-1efxy)-0éa 
equação da circunferência à de centro C(O, 0) 
eraior=1. 


O conjunto dos pontos que tornam 
f(x, y) = O é o conjunto dos pontos de À reuni- 
do com o dos pontos interiores a À (círculo). 
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f(x,y) > 0 


f(x,y) = O 


CIRCUNFERÊNCIAS 


3º) Resolver a inequação x? + y2 —- 2x —- 2y+1=0. 

Temos: 

fx, y=x2+y2-2x—2y+1 ef(x,y)=0 
representa uma circunferência à de centro 
C(1,1)eraior = 1. 


O conjunto solução de f(x,y) = O é o 
plano cartesiano menos o conjunto dos pon- 
tos interiores a À. 


EXERCÍCIOS 


273. Resolva as seguintes inequações: 
19)x2 + y2< 16 3º)x2+y2-4x+2y+1<0 
2)x2+y2>9 4)x2+y2+2x—- 6y+9>0 


274. Calcule a área do círculo que é a solução dex2 + y2 — 4X + 61 + 8<0. 


É +yW<2s 
x +y)=4 


275. Resolva o sistema de inequações: 
Solução 
1º) O conjunto solução da inequação 
f(x y)=x2+y2—-25<0 


é o círculo de centro na origem e raio 5. 
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2º) O conjunto solução da inequação 


Bl) oe ya AO 


2 


é o plano cartesiano menos o con- 
junto dos pontos interiores à circun- 
ferência de centro na origem e raio 2. 


3º) Como as condições são simultã- 
neas, basta fazer a interseção dos 
dois conjuntos já obtidos. 


Resposta: O conjunto solução do sis- 
tema é a coroa circular da figura ao 
lado. 


2 2 
276. Resolva o sistema de inequações: Eae PR 
x+y<3 
Solução 


1º) Conforme vimos, o conjunto solução 
da inequação 


Gy) = 6 ay = 90 


é o círculo de centro na origem e raio 3. 


2º) Conforme vimos no capítulo V, que o 
conjunto solução da inequação 


E(xy)=x+ty—-3<0 


é o semiplano que contém a origem, de- 
finido pela reta 


ar y = = (0) 
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3º) Como as inequações são simul- 
tâneas, basta fazer a interseção dos 
dois conjuntos já obtidos. 


Resposta: O conjunto solução do sis- 
tema é o segmento circular da figura 
ao lado. 


271. Resolva os seguintes sistemas: 
O e Bi 
2 +y2<9 xX+y2-6x+6y+14>0 
à ds Cp 
x+12 +y2<4 x +y2+ 6x+ 10y+18<0 


278. Qual é a representação gráfica do sistema 2 + y2> 9 ou x2?+y2< 25 no 
plano cartesiano? 


279. Ache a região do plano de pontos P, cujas coordenadas (x, y) satisfazem as 
relaçõesx+y<3 ex2+y2< 81. Faça o gráfico da solução. 


280. Dados os conjuntos: 
A=((x,y|2+y2<4) 
B=((x,y) Ix-y<k) 
determine k para que A seja subconjunto de B. 


281. São dados os conjuntos: 
A=((x,y)|x2+y2-— 4x+ 10y=< —25) 
B=((x,y)|3x+4y=<k) 
a) Determine os valores de k para os quais A é um subconjunto de B. 
b) Determine os valores de k para os quais A e B são disjuntos. 


VI. Reta e circunferência 


110. Interseção 


Dadas uma reta s: Ax + By + C = O e uma circunferência 
A: (x—a2+(y-—b)2=r2, achar a interseção de r com à é determinar os pontos 
P(x, y) que pertencem às duas curvas. 
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É imediato que, sePere Pe», P satisfaz o sistema: 
E +By+C=0 
DE sa) e (pbr = pe 
que pode ser resolvido facilmente por substituição. 


111. Exemplos: 


1º) Obter a interseção de s:y =x com A:x2+y2 = 2, 
Substituindo, temos: 
x=1=y 
xX2+(x92=252%2=2 >5;0u 
x==1 =y 
Os pontos comuns ase ir são P(1,1) e Q(—1, —1). 


Resposta: sNhA=((1,1),(—-1, —1). 


2º) Obtera interseção det:y=x— 2 comA:xX2 +y2 = 2, 
Substituindo, temos: 

2+(x-22=252%2-44+2=05x=15y=-1 
Só há um ponto comum ate à, que é P(1, —1). 


Resposta: tM A =((1, —1). 


3º) Obtera interseção dee:y=x—- 3 comA:x2+y2 = 2. 

Substituindo, temos: 
2+(x-32=2>52%2-6x+7=0 > AxER 

Não há ponto comum ae ea. 


Resposta: enr =. 


A interpretação geométrica que pode- 
mos dar a esses exemplos é clara: 
s € À são secantes 
te à são tangentes 
e e à são exteriores 
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112. Posições relativas 


A posição relativa de uma reta s: Ax + By + C = O e uma circunferência 
A: (x— a2 + (y— b2 = r2 é determinada pesquisando o número de soluções do 
sistema: 
Ax+By+C=0 
(x— a)? + (y — b2 =? 
Conforme vimos, aplicando o método da substituição, a equação da circunfe- 
rência se reduz a uma equação do 2º grau a uma incógnita. 


É o discriminante (A) dessa equação que define o número de soluções do 
sistema e, portanto, a posição da reta e da circunferência. 


A > 0 é» secantes 


A < O « exteriores 


113. Exemplos: 


1º) Aretay = 2x + 1 ea circunferência x? + y2 — 2x = O são exteriores 
pois, substituindo y, temos: 


x2+(2x+12-2x=0>55X2+2x+1=0 
A=b2-4ac=4-20=-16<0 


2º) Areta 3x + 4y = O eacircunferência 2 +y2 + x+y— 1=0 sãose- 
cantes pois, substituindo y, temos: 


2 
e (dE) res (SE) 41-05 252 +4x-16-0 


114. A posição relativa de uma reta u: Ax + By + C = O e uma circunferência 
A:(x— a)2 + (y — b)2 = 12 pode ser determinada com mais facilidade comparando a 
distância entre o centro e a reta com o raio. São possíveis três casos: 
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1º caso: 


Ea 
= 


<r+e secantes 


2º caso: 


Pr =r € tangentes ' 
VAZ +B2 |. 


3º caso: 


a 
VA FE 


>r eo exteriores e 


Assim, por exemplo, qual é a posição da reta u: 3x + 4y — 10 = O e da cir- 
cunferência ÀA:xº +y2 = 9? 


“|3(0) + 4(0) = 10 


REV =2<3=r 


du, [6 


então u e À são secantes. 


EXERCÍCIOS 


282. Calcule a distância do centro da circunferência x + y2+ 4x —- 4y—- 17 =0 à 
reta 12x + by = 0. 


283. Qual é a posição da reta r: 4x + 3y = O em relação à circunferência 


e +y rox Ty=-1=0? 
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284. 


285. 


286. 


287. 


288. 


CIRCUNFERÊNCIAS 


Solução 1 


Da 1º equação x = - substituindo na segunda: 


aj 2 a) 

= o O 1-0 

4 ! dn 

9y2 + 16y2 — 60y — 112y — 16 = 0 

25y2- 172y- 16=0 > A=b? —-4ac>0 > r é secante 


Solução 2 


A circunferência tem centro c(-5, 5) e raio 


R=Va2+b2-F= ErDri-TÉcaa 
A distância do centro à reta r é: 
5 7 
es + Ea 
d= af >) (5) (E -A 94 
(16 +9 10 10 ; 


Como d<R, ré secante. 


Qual é a posição da reta r: Dx + 12y + 8 = O em relação à circunferência 
Ne Fry = 2x= be 


Dadas a reta r: 3x + y = O eacircunferência À:x2 + y2+ 4x —-4y —-8=0, 
obtenha: 


a) a posição relativa de re À. b) a interseção de r com A. 


Determine o ponto P onde a circunferência x? + y2 + 6x — 61 + 9 = O encon- 
tra o eixo dos x. 


Determine os pontos P e Q onde a circunferência 2 +y2 + 2x +4y —-8=0 
encontra a reta cuja equação é 3x + 2y + 7 =0. 


Dadas a circunferência (x — 322 +y2 = 25 eareta x=k, para que valores de 
k a reta intercepta a circunferência em pontos distintos? 
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289. Determine c de modo que a reta r: 4x — 3y + c = O seja exterior à circunfe- 
rência À:x2 +y2—-2x—-2y+1=0. 


Solução 1 


e substituindo na 2º: 


; + 
Da 1º equação tiramos y = fade 
z 
e + (Ee) -m-2(MÉS) ao 


donde vem: 25x2 + (8c — 42)x + (c2? — 6c + 9) = O cujo discriminante é 
A = (8c — 42)? — 100(c2? — 6c + 9) = —36c2 — 72c + 864 

Para que r seja exterior a À devemos impor A < O; portanto: 
-36c2 —- 720 +864<0 > +2-24>0>c<-6o0uc>4 


Solução 2 


A circunferência À tem equação reduzida (x — 12 + (y-1)2 -1=0, 
portanto seu centro é C(1, 1) eseuraio éR = 1. 
Para que a reta r seja exterior a À, devemos impor de, > R, portanto: 


d - [Pa el.|eÃ 
Sá /16 + 9 5 


istoé, (c+1)2>25 >c2+2c-24>0 >c<-60uc>4 


[1 


Resposta: c< —-6 ou c>4. 
290. Dadasareta r:x+y +c=0 eacircunferência :x2+y2 — 6x +4y — 12=0, 
obtenha c de modo que r seja exterior a À. 


291. Determine as equações das paralelas à reta 12x — 5y + 7 = O exteriores à 
circunferência x? + y2 = 9. 


292. Quais são as equações das retas paralelas ao eixo dos x e tangentes à circun- 
ferência (x +22 + (y + 1)2 = 16? 


293. Determine a equação da reta que passa pelo centro da circunferência de equação 
xX+y2-4x+2y+1=0 e é perpendicular à reta da equação x + 2y — 14 = 0. 


294. Obtenha a equação da circunferência de centro C(1, 2) e que tangencia a reta 
de equação 5x + 12y + 10 = 0. 
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295. 


296. 


297. 


CIRCUNFERÊNCIAS 


Qual é o comprimento da corda que a reta s: 7x — 24y — 4 = O determina na 
circunferência À:x2 + y2 — 2x + 6y — 15 = 0? 


Solução 1 


Vamos resolver o sistema formado pelas equações de s (1) e à (2): 


E 2 = 
(1) em (2) > X2 (253) x + 6(2 3) -a5-0 = 


24 
2 as = SB 
> 25x — &x — 368 =0 > x=4 oux=—-— 
25 
o X=4 — y=d 
em (1) y= 25 portanto Son 
55 7 “0055 


Assim, os pontos de interseção de r com à são A(4, 1) e s(- ) 


logo: 25 25 
92)2 =) 200 
t=de= ||4+—| +[1+=| => =8 
io | 25 25 
Solução 2 


A circunferência À tem equação reduzida: 
(x-12+(y+3)2-25=0 

então seu centro é C(1, —3) e seu raio é 
r=5, 


q p= Asa To 
ee V49 + 576 25 


Pelo teorema de Pitágoras: 


E 
G+e-toS-VE-R-[25"9-45t-8 


Resposta: € = 8. 


Determine o comprimento da corda determinada pela reta x — y = O sobre 
a circunferência (x + 32 + (y— 32 = 36. 


Determine o comprimento da corda determinada pela reta x+ y — 1=0 sobre 
a circunferência de centro C(—2, 3) e raio 22. 
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298. Determine as áreas dos triângulos isósceles inscritos na circunferência 
A: (x— 1)2 + (y + 2)2 = 100 e que têm base sobre a reta r: 3x — 4y + 19 = 0. 


299. Determine os vértices do triângulo retângulo inscrito na circunferência de 
equação x + y2— 6x + 2y+ 5=0, o qual tem hipotenusa paralela à reta 
2x + y — 6 = O e um cateto paralelo à retax — 6 = O. 


300. Dadas a circunferência x. + y2—- 3y—-1=0O eareta 3x+ 2y — 508=0, 
determine a área de um triângulo inscrito na circunferência e com lados para- 
lelos aos eixos cartesianos e à reta dada. 


VII. Duas circunferências 


115. Interseção 


Dadas duas circunferências 
Muix-a)2+y-b)2=n 
e 
do: (x— ao)? + (y— bo2 = 15 


achar a interseção de à, com à, é determinar os pontos P(x, y) que pertencem às 
duas curvas. 


Se P(x, y) pertence a À, e à», então P satisfaz o sistema: 


x-a2+(y—-by2 =" 
(x— ao2 + (y— bo)2 = 15 
que pode ser resolvido assim: 


1) subtrai-se membro a membro as equações; 


2) isola-se uma das incógnitas da equação do 1º grau obtida e substitui-se 
em uma das equações do sistema. 


116. Exemplo: 


Obter a interseção da circunferência de centro C,(0, 2) e raio r, = 2 com a 
circunferência de centro Cs(1, 0) e raio rn; = 1. 
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Temos: 
a aa e a 
(x-12+(y-02=1 x +y2 —-2x=0 
Subtraindo, vem: —4y + 2x = 0 5 x=2y. 
Substituindo na 1º circunferência, vem: 
(2y-02+(y-22=4 => 5y? -4y=0 
y=0>x=2y=0 


donde | OU 


8 
=— =W=-> 
y Ee y 5 


Assim, as circunferências têm dois pontos em comum: P(O, 0) e (É, 5), 


Resposta: À NA, = (o. 0), (e 5). 


117. Posições relativas 


A posição relativa de duas circunferências 
Mi(x-a2+(y-by)2=ri e x(x-a)2+(y—bo)2=15 


é determinada comparando a distância C,C, entre os centros com a soma 
r4 + r> ou com a diferença |r, — rs] dos raios. 


Calculada a distância entre os centros: 
d = CC, = (as — a2)2 + (by — bo)? 
são possíveis seis casos distintos, conforme figuras a seguir. 


1º caso: 


d = CP4 + P,P5 + P5Co > ht + 6) 


[e >0 r> 


circunferências exteriores 
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2º caso: y 
a E 
Ei a a 
h 6) 


circunferências tangentes exteriormente 


3º caso: 
d = CP = PCs 
eg qua 

h (6) 


circunferências tangentes interiormente 


4º caso: 
[ha 5] = dis ri trro pois 


d= CP, + CoP5 = PP, < h + 6) 


[ei r5 >0 


d= CP, + P4Ps E PaC5 > h ss 6) 


[ei >0 f> 


circunferências secantes 


5º caso: 


O=<d<In-—rl pois 


d= CP, CoP5 PP, < & == 6) 


[e r> >0 


circunferência de menor raio é interior à outra. 
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6º caso: y 


circunferências concêntricas (caso particular 
do 5º) 


118. Exemplo: 


Qual é a posição das circunferências 
M:xX2+y2=49en5:x2+y2—- 6x—- 8y-11=0? 
Temos: 
M: centro C,(0,0) eraio m = 7 
A>: centro C5(3,4) eraio r, = 6 
do, = VE 07407 = 
Comparando com a soma dos raios: CC, = 5 er, + 1, = 13, portanto 


C4C, < 14 + r;, concluímos que à, e À, não podem ser exteriores, nem tangentes 
exteriormente. 


Comparando com a diferença dos raios: CC, = 5 e rm — r, = 1, portanto 
C4C5 > 1 — r5, concluímos que À, e À, não podem ser concêntricas, uma interior à 
outra ou tangentes interiormente. 


Por exclusão, A, € A, são secantes. 


Notemos que este é o caso que exige mais cuidado, pois são necessárias duas 
comparações (C,C, < 1, + r, e C405 > r4 — r5); nos demais casos, ao comparar 
C,C5 com r4 + r, ou com r4 — rs», já podemos tirar a conclusão. 


EXERCÍCIOS 


301. Qual é a posição relativa das circunferências 
xX2+y2-49 e xX2+yº—-6x-8y+21=0? 
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Solução 

Temos:x2+y2=49 > €(0,0) er =7 
2+y-6&x-89+21=05C(3,4)en=2 
de, = “(3-02+(4- 02 = = li — fa 


Resposta: Tangentes interiormente. 


302. Qual é a posição relativa de À e N' nos seguintes casos: 


19)x:x2 + y2 = 16 e Nix+y+6x-—-4+4=0 
2º%))1:4x2+4y2 —-4y-3=0 e Nix+y-y=0 

3)1:xº + y2 = 18 e N:x2+y2 + 20x — 10y + 124 = 0 
4)A:x2+y2—- 4x— 694+12=0 e N:x+y2+4x-—-12y+24=0 
5)A:x+y2=81 e N:x2+y2- 6x+8y+9=0 


303. Obtenha a interseção das circunferências 
X:xº+y2= 100 e N:x2+y2 — 12x — 12y + 68= 0. 


Solução 

Subtraindo membro a membro, temos: 

(x2 + y2 — 100) — (x2 + y2 — 12x — 12y + 68) = 0 

ox 2y iGS00=" xy ASTON AVE MIA 
Subtraindo y em À: 

x2+ (14 — x)2 = 100 > 2x2 — 28x + 96 = 0 > 


x=6 > y=14 -6=8 
> x2- 14x+48=0;0u 
x=8 > y=14 —-8=6 


Resposta: AM N = ((6,8), (8, 6)). 


304. Dadas as circunferências 
x2+y-2X-3=0ex+y2+2x-4y+1=0, 
ache seus pontos de interseção. 
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305. As circunferências de equação 
x +yº — 10x + 2y+ 16 =0 
x +y2—- 8x + 4y+16-=0 
interceptam-se nos pontos A e B. Determine a distância do centro da circunfe- 
rência de raio maior à reta AB. 


306. Obtenha as circunferências de centro C(2, —1) e tangentes à circunferência 
x +y2+4x- 6y=0 


307. Dadas as circunferências C,:x2 + y2 + 6x—- 1=0€C5:xX2+y2-2x—-1=0, 
seja Q o ponto de interseção de C, com C5 que tem ordenada positiva. Seja 05 
o centro de C5. Determine as coordenadas de P, ponto de interseção da reta 
QO, com a circunferência C,. 
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Há duas coleções de problemas clássicos sobre circunferências que mere- 
cem um destaque especial: problemas de tangência (entre reta e circunferência) e 
problemas de determinação de circunferências. 


1º problema 


"Conduzir as tangentes a uma circunferência dada, paralelas a uma reta 
dada.” 


Ne = a dy = D=r 


Dados | 
s:Ax+ By + C=0 


paralelas a s 


Obter: t, et, | 
tangentes a À 


Solução 


1) Consideremos a equação do feixe 
de retas paralelas a s (veja item 45): 


Ax + By+k=0 
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2) As retas t, e t, desse feixe correspondem dois valores particulares de k 
na equação do feixe. Para determinar esses dois valores (k, e k,), devemos impor a 
condição de tangência: 


dg = gas 

Logo, 
Ra PB Dri 

Re 

(Aa +Bb +k2 =r12-(A? + B2?) 
Donde vem: 
k2 + 2(Aa + Bb)k + (A2a? + B2b? + 2AaBb — A?f? — B2h?) = O 
equação do 2º grau cujas raízes são k, e ks. 


Resposta: Ax+ By+k, =0 e 
Ax 4 By Sr ko E (0) 


120. Exemplo: 


Determinar as equações das retas t que são paralelas as: 12x + 5y + 1 =0 
etangentesa):x2+y2—-2x— 4y—- 20=0. 


Solução 
1º) centro e raio de À 
A(x-12+(y-22-25=0>0(1,29)er=5 
2º) equação de t 
t/s> (D12x+5y+c=0 


12(1) + 5(2) + € 


d+t=1> =5 
di V144 + 25 ' 
lc+22]=65 > c+22=+65 5 t 


> c=43 ou c-=-87 


Resposta: 12x + 5y + 43 = 0 ou 12x+ 5Dy—-87=0. 
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308. 


309. 


310 


311. 


312. 


EXERCÍCIOS 


Determine as equações das retas (t) tangentes à circunferência (A) e paralelas 
à reta (r) nos seguintes casos: 
19) A:x2+y2=9 e vtsl=ga 
) y ad 
29) N:x2+y2—-4x—-4y=0 e ny=2x 


y 
3) A:xX2+y2—-4x—-21=0 e r3x+4y-10=0 


Escreva as equações das retas tangentes à circunferênciax2+y2 —4x— 6y—- 3=0, 
paralelas à reta y = x. 


Determine as equações das retas tangentes à circunferênciax2+y2 — 2x+2y=0 
e perpendiculares à reta x = —y. 


Obtenha as equações das retas t tangentes à circunferência À e que formam 
ângulos 8 com a reta r nos seguintes casos: 


19) 1x2 +y2+2x—-2y-34=0,0=90º e rx+3y=0 
2) 1:xX2+y2+2y-24=0,0=90º e rx—2y=0 
3º) À:x2+y2 = 49,0 = 45º e r4x+y-3=0 


Obtenha a equação de uma reta paralela a r: y = 2x que determine na circun- 
ferência À: x? + y2 = 100 uma corda de comprimento £ = 16. 


121. 2º problema 


"Conduzir por um ponto dado as retas tangentes a uma circunferência dada." 
N(x-a2+(y-b2=r 


Dados 
P(xo, Yo) 


passando por P 


Obter: t, et 
adides I tangentes a À 


Solução 


Utilizando a teoria do item 105, verificamos inicialmente qual é a posição de 


P em relação a À. Existem três casos possíveis: 


148 Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERÊNCIAS 


1º caso: (x) — a2 + (yo— Db)? <r2? = Po é interior à circunferência e o proble- 
ma não tem solução. 
2º caso: (xy — a)? + (yo— b)2 = 1? > Po pertence à circunferência e o proble- 
ma tem uma única solução: t, = to. 
ih 2 3 


y Polxo, y 
(xo, Yo) à: PolxXor Yo) 


t 


Polxo: Yo) 


2) Se yo = b, a equação da tangente é X=Xo 


XxX 
1) Se xo = a, a equação da tangente é 


3) Sexo %a e yo * b, consideremos o feixe de retas de centro Po: 
yY— Yo = m(X— xo) 
e determinemos m impondo a condição de tangência: 

1 Xo ="q a — Xo 


ti PC>5> m=— =—-D += 
Mpoe Job Yo-b 


a equação da tangente é 


3º caso: (xy — a? + (yo— b2>r? > Po é exterior à circunferência e o pro- 
blema tem duas soluções. 


1) Consideremos o feixe de retas concorren- 
tes em Po. Sua equação é: 


yY—-yo=mM:(X—xo) 
isto é, 


mx —y + (yo — mx) = O 
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2) As retas ty e t, constituem retas particulares desse feixe que obedecem à con- 
dição de tangência: 
= dns 

Logo: 
m:-a-b+(yo-—M:xo) 


mê + 1 


e daí resulta uma equação do 2º grau cujas raízes são m, e ms. 


Resposta: y—Yo= m(Xx-— x) € 
y— Yo = ma(x — Xo) 
122. Exemplos: 


1º) Determinar as equações das retas t que passam por P(2, 3) e são tangen- 
tesah:xX2+y2—-2x-—-2y-3=0. 


Solução 

1º) centro e raio de À 
N(x-12+(y-12-5=0>50C(1,1)er=V5 

2º) número de soluções 
dp=V(2-12+(3-12=V5=1r>PEA S 1 solução 


3º) t, por P, perpendicular a CP 


1 Sty-3=-SK-2)5x+2-8-0 


Resposta: x+ 2y —8=0. 


2º) Determinar as equações das retas t que passam por P(—2, 2) e são tan- 
gentesal:x2+y2=1, 


Solução 
1º) centro e raio de À: 
C(0,0) er=1 
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2º) número de soluções: 
dep =V(-22+(22 =V8>r > Pexteno à > 2 soluções 
3º) t passa por P, então sua equação é: 
y—2=m(x+ 2) 
ouseja,mx —y + 2m+ 1) = 0 
4º) de,+ = r, então: 


posa 

Ym+1 

e daí: 
4qm+12=(mr1) > 4m+8m+4=m+1> 
> 3m+8m+3=0>m=-4-V7 oum=-4 +47 


Resposta:y -2=(-4-vV7)x+2) ouy-2=(-4+VT7)x + 2). 


EXERCÍCIOS 


313. Obtenha as equações das retas (t) tangentes à circunferência (A) conduzidas 
pelo ponto P nos seguintes casos: 


1º) À: x2 + y2 = 100 e P(-6,8) 
29) AX +y2-4x+2y-164=0 e P(-3,11) 
3) À:x2+y? —-6x+2y-6=0 e P(-5,5) 
4) 1:xX2+y2—- 6x—-7=0 e P(-1,2) 


314. Dada a circunferência x2 + y2 = 12 e um ponto (xo, Yo) pertencente a ela, qual é 
a equação da reta que passa por (xo, Yo) e é tangente à circunferência dada? 


315. É dada a circunferência x2 + y2 + 2ay = 0,a>0,earetax+ a = 0. Seja Pum 
ponto do eixo Ox de abscissa à. Por esse ponto conduzem-se as tangentes à 
circunferência. 


a) Exprima as coordenadas dos pontos de tangência em função de à e de a. 


b) Prove que os pontos de tangência e o ponto Q, de ordenada à, da reta 
x+a=o0, estão alinhados. 
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316. 


317. 


318. 


319. 


320. 


321. 


322. 


3283. 


324, 


325. 


326. 


327. 


Determine as tangentes à circunferência x2 + y2 + 4x — 8y — 5 = O nos seus 
pontos de abscissa 1. 


Determine as retas do feixe: (2x + y + 5) + pg(x + y + 1) = O tangentes à 
circunferência de equação x? + y2 — 2x — 61 +5=0. 


Determine as retas do feixe M(3x — y) + u(x + y — 4) = O tangentes à circun- 
ferênciax? + y2 + 2y = 0. 


Determine o coeficiente angular das retas que passam pelo ponto P(3, 0) e 
são externas à circunferênciax2 + y2 + 2y — 2 =0. 


Determine as equações das retas que passam pela origem e são externas às 
circunferências 

x2+y2-6«x+2y+9=0 e 

xX +y + 4x—- 8y+19=0 


A circunferência x2 + y2 + 5x + 8y + a = O determina no eixo Ox uma corda 
de comprimento 9. Calcule a. 


Obtenha a equação de uma reta que passe pela origem e determine na circun- 
12185 


ferência À: (x — 5)2 + (y — 5)? = 25 uma corda de comprimento € = E 


Obtenha a equação de uma reta que contenha P(2, 1) e determine na circunfe- 
rência À: (x — 42 + (y + 3)2 = 9 uma corda de comprimento € = 245. 


A reta 3x + y = O contém o diâmetro de uma circunferência. Uma reta, que for- 
ma ângulo de 45º com a primeira e tem declive positivo, corta a circunferência 
no ponto (0, 2) e determina sobre ela uma corda de comprimento V5unidades. 
Estabeleça as equações da segunda reta e da circunferência. 


Obtenha a equação da reta que contém P(3, —2) e determina na circunferência 
de equação x? + y2 = 36 uma corda cujo ponto médio é P. 


Determine a área da superfície delimitada pelos eixos e pela tangente à circun- 
ferência x2 + y? = 20 no seu ponto (2, —4). 


Obtenha as equações das tangentes comuns às circunferências x? + y2 = 64€ 
2 
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II. Determinação de circunferências 


" i ítica, u ui u i u ircunfe- 
123. Em Geometria Analítica, "obter" ou "construir" ou "determinar" uma circunfe 
rência significa obter a sua equação: 


pe=ajo (gb) =" 


pois, tendo-se a equação então determinados o centro C(a, b) e o raio r e, assim, a 
circunferência está localizada perfeitamente no plano cartesiano. 

A maioria dos problemas de determinação de circunferência apresenta como 
incógnitas a, b e r, e portanto necessita de três equações independentes para ser 
resolvida. 


124. Não devemos, na resolução desses problemas, esquecer os seguintes tópi- 
cos da teoria já dada: 


y 
1º) Um ponto P(xo, Yo) pertence a uma P(xo: Yo) 
circunferência à de centro C(a, b) e raio r se, 
e somente se, a distância entre C e P é igual 
ao raio. 
RS a peso o) x 


2º) Uma reta (s) Ax + By + C = 0 é 
tangente a uma circunferência à de centro 
C(a, b) e raio r se, e somente se, a distância 
entre s e C é igual ao raio. 


ha + Bb+C |. 


stgA Tr | E ff 
o 


3º) Uma circunferência ào de centro Co(ao, bo) e raio ro é tangente a outra 
circunferência à de centro C(a, b) e raio r se, e somente se, a distância entre Co e 
C é igual à soma ou à diferença dos raios. 


ho tg A o (a E do ar (b E bojé e (r+ Fo)2 
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Vejamos agora alguns problemas clássicos. 


125. 1º problema 


"Determinar uma circunferência À que passa pelos pontos Pi(x4, y1), P5(x>, Y5) 
e Palxa, y3)." 
Solução 
Pero (a-xy2+(b-y)2 =P 
pero (a-x)2+(b-—-y)2 =p 
Pero (a-x)2+(b-—y5)2 =r2 
Este sistema é equivalente ao seguinte: 
xu(—2a) + yu(—2b) + 1(a2 + b2 — 12) = —(xã + y3) 
xo(—2b) + yo(—2b) + 1(a2 + b2 — 12) = —(x3 + 3) 
xa(-20) + y3(-2b) + 1(a2 + b2 — 12) = —(x3 + y3) 
cujas incógnitas são —2a, —2b, a2 + b2 — r2, 
Resolvido o sistema, tiramos a, be r. 
Um exemplo deste problema é o exercício 13 do capítulo 1. 


126. 2º problema 


"Determinar uma circunferência À que passa pelos pontos P;(x4, y1) e P5(xo, y5) 
e tem raio r (dado)." 
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Solução 
O 
Ppero(gw-a+(y—b2=r 


O sistema (S), resolvido, dá os valores de a e b (incógnitos). 


127. Exemplo: 


Determinar a equação da circunferência que contém A(—3, 0) e B(0, 3) e tem 
raio 3. 


AEr OS (a+3L+(b-—-02 
BErO(a-02+(b-32 


poi 
o O 
NE 


Desenvolvendo e subtraindo membro a membro, obtemos: 
6a + 6b=0 > a=-b (3) 

Substituindo (3) em (1), vem: 
(a+32+(-a-02=9 > 222+6a=0 


a-0>5 b-0 > €(0,0) 
donde 3 ou 
a--35b-35 03,3) 


Resposta: 2 +y2=9ou(x+32+(y-32=9. 


128. 3º problema 


"Determinar uma circunferência à de centro C(a, b) dado, que é tangente à 
reta s: Ax + By + C = O dada.” 


Solução 1 


(s) o + By + C = O > equação da reta tangente 
a? OE od equação de uma circunferência 
eia 6) ci E centro C e raio r 


Por substituição obtemos uma equação do 2º grau em x ou em y. A condição 
de tangência é que A = O nessa equação. Impondo essa condição, calculamos r 
(única incógnita). 
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Solução 2 
Notamos que r é a distância de C à reta dada, isto é: 


- [pato d o 
VAZ + E? 


129. Exemplo: 


Obter uma circunferência de centro no ponto C(1, 2) e tangente à reta 
sS:x—-y+3=0. 


1-2+3 2 
= de, =| su | 272 


Resposta: (x—- 12+(y-22=2, 


130. 4º problema 


"Determinar uma circunferência À que passa pelos pontos P;(xy, y1) e 
P>(xo, Y2) dados e é tangente à reta s: Ax + By + C = O dada." 


Solução 


PRErS(a-xm+(b-y)2=P 
PpEeErS(a-x)2+(b-y5) 

duto , 
“NR4B ) ! 


Resolvido o sistema (S), obtemos as incógnitas a, be. 


Il 
= 
N 


stgA e 


131. Exemplo: 


Obter uma circunferência que passa por A(O, 1) e B(1, 0) e é tangente à reta 
s:ix+y+1=0. 
AEr Ss (a-02+ 
BErS(a-12+(b-02=r2 (2) 

i 


2 
str o — = 2 (3) 


126 Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERÊNCIAS 


Desenvolvendo e subtraindo (1) e (2) membro a membro, temos: 
2a-2b=0 > a=b (4) 
(4)em(1) >» a2+(a-12=r 


2 
(4) em (3) = A — r2 


J2 
Donde vem: 
costa ap (251) ooo za ra Sta IA o 50 
sp-5S et So 
Resposta: [e 5, + -a -— 


132. 5º problema 


"Determinar uma circunferência À que passa por P(x,, y1) dado e é tangente 
as retas s: Ax + By + C, = 0et: Axx + Boy + C, = O dadas." 


Solução 


PRErlS(a-xyw+(b-y)2=f 


ja Lot, õ 
stgh SS |——>>==>—=| =" Ss 
a VAZ + Bã fe) 
2 
tg o (Add O) E 
AS + B5 


Resolvido o sistema (S), obtemos as incógnitas a, be. 


133. Exemplo: 


Obter uma circunferência que passa por P(O, O) e é tangente às retas 
s:3x+4y+2=0et:4x-3y+1=0. 
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Peroe(a-o+(b-02=" (1) 


Eds datbt2, (2) 
Ex S de Str (3) 
5 
Ena ss dote ta E esta 


Temos, então, duas possibilidades: 


1:)3a+4b+2=4a-3b+15a=7b+1 (4) 
ou 
22)3a+4b+2=-(44-3b+1)>b=-7a-3 (5) 


Substituindo (4) em (2), decorre: 


MTb +1)+4b +2 


E =1r>"=|5b+1] (4) 


Substituindo (4) e (4') em (1), decorre: 


(Tb+1L+b2=(5b+12 > 25)2+4)=0 5 


b=0>5a=1 5 r=1 (1º solução) 


2 1 E 
b=-— 5Sa=-— 5 '=5 (2º solução) 


Por outro lado, substituindo (5) em (2), decorre: 


3a+M-Ta-3)+2 
5 


=r>r=I-ba-2] (5) 
Substituindo (5) e (5') em (1), decorre: 
a2+(7a+3)2 =(5a+22 > 2522+222+5=0 


donde a É R, pois A < O, isto é, não há solução. 


2 2 
Resposta: (x — 1)22 +y2=1 ou [e + Ea + (y + É) =—, 
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134. 6º problema 


"Determinar uma circunferência À tangente às retas dadas 
s:Ax+ By+C, =0,t:Ax+ By + C =0eu: Ax + By + C5 = 0." 


Solução 
stei o (de e Ca =? 
utgi o ds E. Ca j = [2 


135. 7º problema 


"Determinar uma circunferência À que tem centro em C(a, b) dado e é tangen- 
te à circunferência Ao: (x — ao)? + (y — bo)? = rá dada." 


Solução 
Vamos impor a condição de tangência: 
Atg ho o deco =rtr, & (a = ao)? Se (b dá bo)? = (r+ ro)? 


Dessa equação tiramos r, que é a única incógnita. 


136. Exemplo: 


Obter uma circunferência à de centro C(4, 5) tangente a 
Ao: x—- 12 +(y-12=4. 
Atgão OS dy =tr o (4—-12+(5-12=(1+272 
então (r+2)2 =25 51+2=5 >5r=7our=83. 


Resposta: (x- 42 +(y- 52 =49 ou (x-42+(y-52=9. 
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137. 8º problema 


"Determinar uma circunferência à de raio r dado que tangencia a circunferên- 
cia Ao: (x — ao)2 + (y — bo)2 = rã dada no ponto P(xo, yo) dado." 


Solução 

Para obter os centros (C ou C') das 
soluções do problema é conveniente usar a 
teoria da razão de segmentos: 


CoC forr 
CP r 
CoC 


138. Exemplo: 


Obter uma circunferência de raio 3 que tangencia Ag: x? + y2 = 25 no ponto 
P(4, 3). 
ho tem centro Co(0, O) e raio r = 5. 


Temos oe Se então: 
CP 3 3 
a-— 0 2 8 
a E A Dae dico 
b-— O 2 6 
so. q bs G=- Sb b=s 
Temps sinbán E DR fui 
C'P —3 3 
a'— O 8 32 
= so fe = + ' LR ssa 
da a > 3a 32 +8a' > a 5 
b'— O 8 24 
=—— =D — + ' E= ESSA 
3=b' a eb 24 + 8b' 5 b 5 
8) 6) 32) =| 
dx) +ly-=| = -) +ly-—) = 9. 
Resposta É - (y e) 9 ou |x =) y 5 9 
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139. 9º problema 


"Determinar uma circunferência À que passa por Pi(x4, y1) e Polxo, y5) € É 
tangente a do: (x — ao)? + (y — bo)? = 3." 
Solução 
PRErlS(a-xw?+(b-y)2=t 
(SJjPpEeroS(a-xw2+(b—-y)2 =p 
ho tg À + (a — ao)? + (Db — bo? = (rtro? 


Resolvido o sistema (S), obtemos as incógnitas a, be r. 


140. Exemplo: 


Obter uma circunferência À que passa por P,(4, —1) e Ps(O, 3) e é tangente 
ahox +y2=41, 
PREriS(a-42+(b+12=P (1) 
PpErS(a-02+(b-—-32 
Motgi os (a-02+(b-02=(r+1)2 (3) 


II 

par 
N 
— 
NO 
«> 


Comparando (1) e (2), resulta: 
(a-42+(b+1P=a+(b-32 >a=b+1 (4) 

Comparando (2) e (3), resulta: 
a2+(b-32=a2+b2+2"-1>r=H3b-5) (5) 

Substituindo (4) e (5) em (1), resulta: 
(b-32+(b+1)2=(3)-5)2 > 7b? -26b +15 = 0 


b=35a=45r=4 


Então: | OU 
hE Cos god quad 
f 7 Fá 
Resposta: (x — 4)2 + (y — 3)? = 16 ou [e 22) + -5 = 400 
ás a 7 Pot) Cas: 
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141. 10º problema 


"Determinar uma circunferência À que passa por P,(x,, y;) e é tangente às 


circunferências ào: (x — ao2 + (y—- bo)2=5emilx-a2+(y-by)2=15." 


Solução 


PRErlS(a-xw+(b-y)2=t 
(S) ho tg ÀS (a = ao)? + (b == bo)? = (r E ro)? 
M tg À es (a = aq)? + (b — b)? == (r+ 14)? 


Resolvido o sistema (S), obtemos as incógnitas a, be. 


142. Exemplo: 


Obter uma circunferência À que passa por P(O, 2) e é tangente a 
do x-32+(y-42=-9e nm: x-32+(y+42=-9. 


Solução 
PEr S(a-0o2+(b-22 =p (1) 
Moteis (a-32+(b-42=(r+3)2 (2) 
mtgisS(a-32+(b+42=(1+3)2 (3) 

Há quatro possibilidades por causa dos duplos sinais em (2) e (3): 


1º) usando + e + e resolvendo, obtemos: 


a=0,b-0er=-2 


2º) usando — e —, obtemos: 
a=0,b-0er 2<0 (não serve) 

3º) usando + e -—, obtemos: 
EM peugiediT  - 8+8T 

3 3 

4º) usando — e +, obtemos: 
a=22WT 2 247, = BAT 
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329. 


330. 


331. 


332. 


333. 


334. 


335. 


336. 


337. 


338. 


339. 


340. 


341. 


PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERÊNCIAS 


EXERCÍCIOS 


Determine o centro e o raio da circunferência que passa pelos pontos de inter- 
seção das retasx + y +2 =0,x=0ey=0. 


Determine a circunferência circunscrita ao triângulo de vértice A(—4, 4), 
B(-7,3)e C(-8, —4). 


Obtenha uma circunferência de raio 4 que tem centro na bissetriz do 1º e 3º 
quadrantes e tangencia a reta dx — 12y + 3 = 0. 


Determine a equação da circunferência que tangencia os eixos Ox e Oy e cujo 
centro está na reta 2x +y — 3 = 0. 


Obtenha uma circunferência cujo centro está no eixo dos x, sabendo que é 
tangente às retas 2x + 3y — 1 =0€e2x-—-3y —- 7=0. 


Ache as circunferências de raio 5 que são tangentes à reta 3x + 4y — 35 = 0 
no ponto (5, 5). 


Considere a circunferência C de raio R com centro sobre a reta y = 3x. Se C é 
tangente à reta y = x no ponto (4, 4), qual é o valor de R2? 


Obtenha a equação da circunferência que passa pela origem, tem centro na 
retay = —2 etangenciaaretar:x + y — 4=0. 


Ache as equações das circunferências tangentes aos eixos e cujos centros 
estão sobre a retax — 3y — 6 = 0. 


Obtenha a equação da circunferência que passa pela origem e é tangente às 
retas r: 4x — 3y — 25 =0€e58:4x+3y+1=0. 


Ache a equação da circunferência de raio não unitário que passa pelo ponto 
A(—1, 2) etangencia as retasx = 0ey = 0. 


Obtenha a equação da circunferência que passa por A(8, O) e é tangente à reta 
x— y = O na origem. 


Ache as circunferências que passam por P(1, 1) e P'(8, 0) e são tangentes à 
reta t:x = O. 


Ache a equação da circunferência que tangencia o eixo dos y no ponto (0, 6) e 
determina no semieixo negativo dos x uma corda de comprimento 16. 
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342. 


343. 


344. 


345. 


346. 


347. 


348. 


349. 


350. 


351. 


Determine a equação da circunferência inscrita no triângulo cujos vértices são 
A(O, 0), B(O, 4) e C(4, 0). 


As retas r, s e t são tais que: 
1º) A equação de ré 3x — 4y — 25 = 0 


2º) O ângulo entreres é arctg A e-1<m<o0 


3º) s passa por (—3, 5) 

4º) t passa por (3, — 12) 

5º) s é paralela a t 

Obtenha: 

a) a equação de s b) a equação de t 

c) a equação de uma das circunferências tangentes a r, s et. 


Ache as circunferências de raio 2 que são tangentes a À: x? + y2 = 25 no pon- 
to P(3, —4). 


Ache as circunferências de centro C(—8, 6) e tangentes a xX2 + y2 = 36. 
Determine as equações das circunferências tangentes à circunferência 
x2 + y2 = 225 no ponto (—9, 12) e que têm raio unitário. 


Ache as circunferências que passam por P(O, 12) e P'(5, 7) e são tangentes 
externas a):x2+y2 = 64. 


Obtenha a equação da circunferência tangente à reta 3x + 4y — 24 = 0 e à 
circunferência x? + y2 + 4x — 5 = O no ponto P(1, 0). 


Mostre que existem duas circunferências, Cy e Cs, de centros fora do eixo Ox, 
raio 12, passando pela origem e tangentes à circunferência C de equação 
x2 + y2 — 40x + 384 = 0. Determine as coordenadas dos centros e as coorde- 
nadas dos pontos de contato de C com C, e de € com Cs. 


Escreva a equação da circunferência que tangencia a reta x + 2y —- 6= O no 
ponto de ordenada —1 e determina na circunferência x2 + y2 = 4 uma corda 
paralela ao eixo dos x. 


Prove que as circunferências (x — 42 + (y+22 =5e(x-12+(y+32=5 
são ortogonais, isto é, as retas que ligam cada centro a um ponto de interse- 
ção das circunferências são perpendiculares. 
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II. Complemento 
143. Dados um ponto P(xo, yo) e uma circunferência À: (x — a2 + (y — b2 =p, 
chama-se potência de P em relação a À o número real 
k = (xo — a)? + (yo — b)2 — 12 
Confrontando com a teoria do item 105, observamos que: 


a) se P é exterior a à, então k > O 
b) se P pertence a à, então k = O 


c) se P é interior a à, então k < O 


144. Dadas duas circunferências não concêntricas 
Mux-a2+y-b2=gexkx-a2+(y-b2=6, 


chama-se eixo radical o conjunto dos pontos do plano cartesiano que são equipoten- 
tes em relação às duas. 


Se P(x, y) é ponto do eixo radical, então k, = k,, isto é: 


K-a2+y-b2=á=(kx-a2+y-b2=" 


donde vem: 
2(a»—- ag)x+2(bp— by)y+(ag+bi+rõ-as-bi-r)=0 


que é a equação do eixo radical. Como a, a, ou bs * by (pois as circunferências 
não são concêntricas), está provado que o eixo radical é uma reta. 


145. Assim, por exemplo, o eixo radical das circunferências x2 + y; =9e 
(x — 1)2 + (y — 1)2 = 4 tem equação: 


x +y-9=(x-1P+(y-12-4 
donde vem: 


2x+2y —- 7 =0 
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LEITURA 


Descartes, o primeiro filósofo 
moderno, e a geometria analítica 


Hygino H. Domingues 


Ao iniciar-se o século XVII a geometria ainda representava o grosso da 
matemática. E na geometria a contribuição de Euclides predominava. Além 
do mais, a geometria grega, carecendo de métodos gerais, "só exercitava 
o entendimento ao custo de fatigar enormemente a imaginação", conforme 
palavras de Descartes. 


A época, porém, era de profundas transformações científicas e tec- 
nológicas, razão pela qual impunha-se uma matemática mais integrada ao 
mundo e operacional. O primeiro grande passo nesse sentido foi a associa- 
ção da álgebra (que já vinha progredindo por si) com a geometria, empreen- 
dida independentemente por Fermat e Descartes, na criação da geometria 
analítica. 


René Descartes (1596-1650) nasceu em La Haye, pequena cidade a su- 
doeste e a cerca de 300 km de Paris, província de Touraine. Seu pai, membro 
da pequena nobreza da França, decidiu desde logo investir em sua educação: 
matriculou-o, aos 8 anos de idade, no colégio jesuíta de La Flêche, cujo padrão 
de ensino era o que havia de melhor na época. Descartes, porém, sempre teve 
saúde extremamente frágil, razão pela qual não lhe era cobrada no colégio a 
regularidade da frequência às aulas; foi nessa época que adquiriu o hábito 
de permanecer na cama de manhã depois de acordado, para leituras e medi- 
tações. Ao concluir seu curso em La Flêche, Descartes já se perguntava: há 
algum ramo do conhecimento que realmente ofereça segurança? E não vislum- 
brava como resposta senão a matemática, com a certeza oferecida pelas suas 
demonstrações. Desde muito jovem as preocupações de ordem filosófica se 
manifestavam nele. 


Aos 20 anos de idade, já graduado em Direito pela Universidade de 
Poitiers, Descartes estabelece-se em Paris a fim de iniciar-se na vida mun- 
dana, como convinha a alguém da sua posição. Mas reencontra-se com 
Mersenne, que conhecera em La Flêche, e ei-lo em plena metrópole consa- 
grando-se à matemática com todas as suas forças por um ou dois anos. A 
seguir, entra voluntariamente para a carreira das armas, a fim de conhecer 
o "mundo". A história não registra nenhum feito militar de Descartes; mas, 
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segundo ele próprio, os delineamentos de sua filosofia surgiram quando 
servia no exército da Baviera. Em 1629, já desligado das armas, fixa-se na 
Holanda — um país em que havia mais liberdade de pensamento do que era 
usual na época — onde viveria os vinte anos seguintes. Nesse período veio 
à luz sua geometria. 


A obra-prima de Descartes é o Discurso do método, publicado em 1637, 
na qual expõe a essência de sua filosofia que, em suma, é uma defesa do 
método matemático como modelo para aquisição do conhecimento. Essa obra 
inclui três apêndices, sendo um deles A geometria. As duas primeiras partes 


deste apêndice constituem uma aplicação da álgebra; a última é um texto 
sobre equações algébricas. 


Já ao início de seu trabalho introduz a notação algébrica, hoje universal- 
mente adotada: x, y, Z, ... para as variáveis e a, b, c, ... para as constantes. 
Descartes pensava nas letras como segmentos de retas. Mas rompeu com 
a tradição grega ao admitir que x2 (ou xx, como escrevia) e x?, por exemplo, 
podiam ser interpretados também como segmentos de reta e não necessa- 
riamente como uma área e um volume. Com isso foi-lhe possível mostrar que 
as cinco operações aritméticas (incluindo a raiz quadrada) correspondem a 
construções geométricas elementares com régua e compasso. 


De certa forma, a ideia de Descartes para o que veio a se chamar geo- 
metria analítica complementava a de Fermat, pois, em resumo, ao invés de 
partir de equações gerais e procurar traduzilas geometricamente, partia de 
um problema de lugar geométrico e chegava à equação correspondente — 

através da qual interpretava o lugar. (Na figu- 
ra, C é um ponto genérico do lugar.) No fundo, 
c Descartes usava um sistema de coordenadas 
oblíquas, limitado ao primeiro quadrante, sem 

y explicitar o eixo das ordenadas. Aliás, sequer 

x os termos abscissa, ordenada e coordenadas 
A BR figuram em seu trabalho, posto que introduzi- 
dos por Leibnitz em 1692. 


O Discurso do método fez de Descartes um homem famoso ainda em vida. 
O fato de ter escrito essa obra em francês (ao invés do latim, língua científica 
da época) visava a tornar mais fácil a difusão de suas ideias filosóficas. Mas 
essas não eram bem aceitas pelas universidades e pela Igreja da época. 
Assim é que, quando seus restos mortais foram depositados no monumento 
erigido na França em sua memória (Descartes morrera 15 anos antes, na 
Suécia), a oração fúnebre foi proibida pela corte de seu país. 
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Definição 


Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano a, seja 2c a 
distância entre eles. 


Elipse é o conjunto dos pontos de a cuja soma das distâncias a Fe Fé a 
constante 2a (sendo 2a > 2c). 


elipse = (PE a | PF, + PF, = 2a) 
Assim, temos: 


OF, + QF, = 2a 
RF, + RF, = 2a 
SF, + SF = 2a 
MF + MFo = 2a 
BF, + BiF; = 2a 
AoFy + AoFo = 2a 
B;F, + BF, = 2a 


Notemos que A,A, = 2a, pois 


AF + AF5 = AsFs + AoF4 
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então 

x+(x+20)=y+ (y + 20) 

portanto x = y. 

AA, =AF ++ =x+2c+y=2(x+0c)=2a 


147. Elementos principais 


Fe Ff; > focos 
O > centro B, 


AjAs — eixo maior 
B,B, — eixo menor 
io à je & Ar a A, 
2c — distância focal 
2a — medida do eixo maior 
2b — medida do eixo menor B 


c o 
E — excentricidade 


148. Equação reduzida 


Tomemos um sistema cartesia- 
no ortogonal tal que 


AjÃs Cx e B,B5 E y. 


É evidente que os focos são os 
pontos: 


F(—-c, 0) e Fc, 0) 


Nestas condições, chama-se 
equacão reduzida da elipse a equação 
que P(x, y), ponto genérico da curva, 
verifica. 


A dedução é imediata: 


PE elipse & PF + PE, = 2a 
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Então: 
VETO OOP + KT UOR- 2 
VETO TP = 2 TP 
(x+c2+y2=422 -4aV(x—- c2+y2 +(x—c)2+y2 
é + Dex O ryt= 4a = Aa > 2 yP 40 = DONA 02 + ye 


av(x=c+y=a2-cx => a?(x= 0)º + a?y2 = (a? — ex)? 
a2x2 — 2a2cx + a2c2 + a2y2 = a! — 2a2cx + c2x? 
a?x2 = c2x2 + a?y2 ==. aí — a?c? 
(a2 = c2)x?2 + a2y2 no a?(a2 — Cc?) 
b2x2 + a?y2 = a?p? 
x2 y2 
> + — 
ada bZ 
Assim, por exemplo, uma elipse 


com eixo maior 10 e distância focal 6 
apresenta: 


a=5 
c=3 


|= b2=a?-c=25-9=16 


Se a posição da elipse é a indi- 
cada na figura, isto é, 


AA, Cx e BB, Cy, 


então sua equação é: 
2 2 
ÉS se 

25 16 
149. Analogamente ao que vimos no item 148, se a elipse apresenta 
AjÃs (E ye B,B, Cx, 
Temos: 
PE, + PF, = 2a 
V(x-02+(y+o2+v(x—-02+(y—c)2 =2a 
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(notemos que esta relação é a mesma que se 
obtém permutando x com y na relação inicial 
do item 148) e, daí, decorre a equação da 
elipse: 


Assim, por exemplo, uma elipse com 
eixo maior 10 e eixo menor 8, na posição in- 
dicada na figura, isto é, AA, Cy e B,B, Cx, 
tem equação: 

Se 


5 16. 
ou ainda: 


2 2 
EE 
16 25 


CÔNICAS 


150. Se uma elipse tem centro no ponto O'(xo, yo) € AjAo // x, sua equação em 


relação ao sistema auxiliar x'0'y' é: 


portanto, de acordo com as fórmulas de 
translação vistas no item 83, sua equação 
relativamente ao sistema xOy é: 
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Analogamente, se uma elipse tem cen- 
tro no ponto O'(xo, Yo) e AjAs // y, sua equa- 
ção relativamente ao sistema xOy é: 


Assim, por exemplo, uma elipse que tem centro no ponto O'(7, 8), semieixo 
maior a = 5 e semieixo menor b = 4 apresenta equação: 


BED OS sos AjÃo // X 


25 16 
ou 
x— 72 — 82 
Ea + E =1 se AA» //y 


EXERCÍCIOS 


352. Determine as equações das elipses seguintes: 
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358. 


354. 


355. 


356. 


357. 


358. 


359. 


360. 


361. 


362. 


363. 


364. 


365. 


CÔNICAS 


B(6, 10) 


F(2, 7) F>(10, 7) 


Determine as coordenadas dos focos de cada elipse do problema anterior. 


O ponto C(4, 3) é o centro de uma elipse tangente aos eixos coordenados. Se 
os eixos de simetria são paralelos aos eixos coordenados, escreva as equa- 
ções da elipse. 


As metades do eixo maior e da distância focal de uma elipse medem, respec- 
tivamente, 5 cm e 4 cm, e seu centro é o ponto (6, —3). Se o eixo menor é 
paralelo ao eixo coordenado Ox, escreva a equação reduzida dessa elipse. 


Dê a equação da elipse que passa pelos pontos (2, 0), (-2,0) e (0, 1). 
Calcule a distância focal e a excentricidade da elipse À: 9x2 + 25y2 = 900. 


Determine a equação da elipse com centro na origem, que passa pelo ponto 


4 4 V6 
P( 5) e tem um foco (E 0) 


Ache as coordenadas dos focos da elipse de equação 9x2 + 25y? = 225. 


Construa o gráfico da cônica cuja equação é 169x2 + 25y2 = 4225 e obtenha 
as coordenadas dos focos. 


«—-32 , (y-22 


Determine os focos da cônica de equação +——— = 1. 


25 9 
-92 —- ar? 
Dê o centro C, o eixo maior a e o eixo menor b da elipse dl + Ns =1. 
- 22 “5 
Determine os focos da cônica de equação SE + BE SE =4. 


25 9 


Qual é a equação do conjunto dos pontos P(x, y) cuja soma das distâncias a 
Fi(O, —5) e Fo(0, DD) é 68? 


Os pontos A(10, 0) e B(—5, y) estão sobre uma elipse cujos focos são F,(—8, 0) 
e Fx(8, 0). Calcule o perímetro do triângulo BF,Fs. 
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II. Hipérbole 


151. Definição 


Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano «a, seja 2c a 
distância entre eles. Hipérbole é o conjunto dos pontos de a cuja diferença (em valor 
absoluto) das distâncias a F, e F, é a constante 2a (sendo O < 2a < 2c). 
hipérbole = [P E a | |PF, — PF] = 2a) 

Assim, temos: 


QF, — QF, = 2a 
RF, — RE, = 2a 
SH, E SF, = 2a 


AsFs = AiF4 — 2a 
AsF = AsFs = 2a 
Notemos que o módulo é abolido desde que 


façamos a diferença da maior para a menor distân- 
cia. Se um ponto X está no ramo da direita, temos: 


XF — XF;) = 2a pois XF, > XF5 
Se X está no ramo da esquerda, 
XF; — XF = 2a pois XF, > XFK,. 


152. Elementos principais 


F, e F; — focos 


O > centro 

: B, 
AjÃs > eixo real ou transverso E 
B,B> — eixo imaginário b 


2c — distância focal 
2a — medida do eixo real 
2b — medida do eixo imaginário 


C Rus 
= — excentricidade 


Notemos que, sendo a hipérbole uma curva aberta, o significado geométrico 
do eixo imaginário B,B, é, por enquanto, abstrato. 
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153. Equação reduzida 

Tomemos um sistema cartesiano orto- 
gonal tal que 
AjÃ, Cx e BB, Cy. 

É evidente que os focos são os pontos: 
F(-c,0) e Fxc,0) 


Nestas condições, chama-se equação 
reduzida da hipérbole a equação que P(x, y), 
ponto genérico da hipérbole, verifica. 


A dedução é imediata: 
PE hipérbole « |PF, — PE| = 2a 

Então: 
VETO FW- OP JK 02 FW OP = +20 
EF = JK cP Ty +2a 
K+c2+y2=(x—-c2+y2+4aV(x— c)2+y2 + 422 
40x — 43? =+4aV(x— c2+y2 > x —a2=tavlx—c2+y2 


(cx—a?)2=a?(x—- c)2 + a?y? 


c2x2 — 2a2cx + a! = a2x2 — 2a2cx + a2c2 + a2y2 


(c2 a2)x2 a?y2 e a?(c2 a?) = b2x2 = a?y2 = a2b? 


Assim, por exemplo, uma hipérbole com 
eixo real 6 e distância focal 10 apresenta: 


b2=c2-a2=25 -9=16 


Se a posição da hipérbole é a indicada 
na figura, isto é, AA, C x e B,B, C y, então 
sua equação é: 
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154. Analogamente ao que vimos no item 153, se a hipérbole apresenta A,A, C y 
e B,B, € x, temos: 


PE, — PF, = +2a 

V(x-02+(y+c)2 —v(x—-02+(y— c)2=+2a 
(notemos que esta relação é a mesma que se 
obtém permutando x com y na relação inicial 


do item 153) e, daí, decorre a equação da 
hipérbole: 


Assim, por exemplo, uma hipérbole 
com eixo real 6 e distância focal 10, na posição 
indicada na figura, isto é, AA, Cy e B,B, Cx, 
tem equação 


y2 x2 

9 16. 

que evidentemente não é equivalente a: 

x2 y2 

16 9 

155. Se uma hipérbole tem centro no ponto d 

O'(xo, Yo) € AjAs // x, sua equação em relação id: 

ao sistema auxiliar x'0'y' é: 1 
E o vÊ- "RR 
2 p? =1 O 


portanto, sua equação relativamente ao sis- 
tema xOy é: 
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Analogamente, se uma hipérbole tem 
centro no ponto O'(xo, Yo) e A4Ão // y, sua 
equação relativamente ao sistema xOy é: 


Assim, por exemplo, uma hipérbole 
que tem centro no ponto O'(7, 8), semieixo 
maior a = 4 e semieixo imaginário b = 3, 
apresenta equação: 


Si é a: 


16 9 se A,As // x 
ou 

— 822 x— 72 
gr ts dé sds 


EXERCÍCIOS 


366. Determine as equações das hipérboles seguintes: 
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367. 


368. 
369. 


370. 


311. 


2 2 
Obtenha a distância focal da hipérbole cuja equação é E = a =1. 


Calcule a excentricidade da hipérbole cuja equação é 36x? — 49y2 = 1. 


Construa os gráficos das cônicas À: x? — y2=1eN':y2? — x? = 1, São coinci- 
dentes? 


Determine as coordenadas dos focos da hipérbole cuja equação é 
144y2 — 25x2 = 3600. 

-92 “5 

=DE =>" 


Obtenha os focos da cônica cuja equação é CS 77 


372. Determine a equação reduzida da elipse cujo eixo menor tem por extremos os 
focos da hipérbole 9x2 — 16y2 = —144 e cuja excentricidade é o inverso da 
excentricidade da hipérbole dada. 

II. Parábola 


156. Definição 


Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano «, com F É d, seja 


p a distância entre Fe d. Parábola é o conjunto dos pontos de « que estão à mesma 
distância de Fe de a. 


parábola = (P E a | PF = Pd) 


VE = VV 
PF = PP! 
QF = QQ' 
RF = RR' 
SF=sSs' 


157. Elementos principais 


178 


Assim, temos: 


F > foco 

d > diretriz 

p > parâmetro 

Vs vértice 

reta VF > eixo de simetria 


Relação notável: VF = 5 
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158. Equação reduzida 


Tomemos um sistema cartesiano or- 
togonal como origem no vértice da parábola 


e eixo das abscissas passando pelo foco. E 
evidente que o foco é 


e a diretriz d tem equação x = Ro 


Nestas condições, chama-se equação 
reduzida da parábola a equação que P(x, y), 
ponto genérico da curva, verifica. 


A dedução é imediata: 


P E parábola « PF = PP' 


então: 

p Y Dj 

a [4 0)2 = o | fp= 
E D) (y ) es (y — ) 

2 2 
bosfor=frt) 

pé p? 


2 = ppt y = pr 
a o o Rn ad 


CÔNICAS 


Assim, por exemplo, uma parábola com parâmetro p = 2, vértice na origem e 


foco no eixo dos x, tem equação: 


y2=4x,seFâãdireitadeV ou y2 = —4x, se F à esquerda de V 
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159. Analogamente ao que vimos no item X 
158, se a parábola apresenta vértice na ori- 
gem e foco no eixo das ordenadas, temos: 


PF = PP! 


(notemos que esta relação é a mesma que se 
obtém permutando x com y na relação inicial 
do item 158) e, daí, decorre a equação da 


parábola: 
Assim, por exemplo, uma parábola y 


com parâmetro p = 2, vértice na origem e 
foco no eixo y, tem equação: 


x2 = 4y, se F acima de V Eu lc 
ou 
x2 = —4y, se F abaixo de V 


160. se uma parábola tem vértice no ponto 
Víxo, Yo) e VF // x, sua equação em relação ao 
sistema auxiliar x'Vy'é: 

(2 = 2px 


portanto sua equação relativamente ao sis- 
tema xOy é: 


(y — yo)? = 2p(x — xo) 
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Analogamente, se uma parábola tem y 
vértice no ponto 


Víxo, Yo) e VF//y, 


sua equação relativamente ao sistema xOy é: 


Yo 


o a aa 


(x — xo)? = 2p(y — yo) 


Assim, por exemplo, uma parábola Xo x 


de vértice V(7, 8) e parâmetro 3 apresenta 
equação: 


(y-—-82=6(x-—7) se VF//x e Fa direita de Vou 
(x- 72 =6(y-— 8) se VF//y e Facima de V 


Notemos ainda que uma parábola de vértice V(Y, 8) e parâmetro 3 apresenta 
equação: 


(y— 82 =—6(x — 7) 

se VF//x e Fã esquerda de V ou 
(x — 7) = —6(y — 8) 

seVF//y e Fabaixo de V 


EXERCÍCIOS 


373. Ache as coordenadas do foco F e a equação da diretriz da parábola y2 = — 16x. 


374. Determine o foco e o vértice da parábola À: (y — 5)2 = 12(x — 3). 


375. Ache a equação da diretriz da parábola representada pela equação 
y=(x— 22. 
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376. Determine as equações das parábolas seguintes: 


377. Determine as coordenadas do vértice da parábola cuja equação é 
2x2 + 4x +3y-4=0. 


378. Ache a equação da parábola que tem eixo de simetria vertical e passa pelos 
pontos A(O, 0), B(3, 3), C(—6, 30). 


379. Obtenha a equação da parábola cuja diretriz é (d) x = O e cujo foco é F(4, 1). 
380. Qual é a equação do conjunto dos pontos P(x, y) que são equidistantes da reta 


d:y = 3 e do ponto F(O, 0). 
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381. Ache a distância do ponto P = (3, 6) à reta determinada pelos pontos de inter- 
seção da função f(x) = x? — x com a sua inversa. 


382. Dê a equação da parábola simétrica relativamente ao eixo dos y e que passa 
pelos pontos de interseção da reta x + y = O com a circunferência 
x +y2+8y=0. 


383. Obtenha a equação da mediatriz do segmento cujas extremidades são os vér- 
tices das parábolas y = x2+ 6x +4 e y=xº—- 6x+2. 


384. Dada a parábola de equação x = y2 + 10y + 27, determine as coordenadas do 
vértice. 


IV. Reconhecimento de uma cônica 


161. Comparando entre si as equações do item 150: 


E 2 =: 2 

a e FE Oy o Yo Eu = 1 (elipse com eixo maior horizontal) 
= 2 2 

y e + pe = 1 (elipse com eixo maior vertical) 


concluímos que: 


1º) uma equação do 2º grau nas incógnitas x e y representa uma elipse com 

eixo maior paralelo a Ox ou Oy se, e somente se, for redutível à forma: 
=x Ep? 
Mtor , Sol a com k >0, kb>0 ek £k: 
1 2 


2º) quando k, >k,, k = 32 e k = b2, portanto o eixo maior é horizontal; 
3º) quando k, <k,, k = b2 e k = a2, portanto o eixo maior é vertical; 


4º) (xo, Yo) é O centro da elipse. 
162. Comparando entre si as equações do item 155: 


(X—xo2 - (y—Yo2 
2 


a2 5 = 1 (hipérbole com eixo real horizontal) 


2 
= 1 (hipérbole com eixo real vertical) 
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concluímos que: 


1º) uma equação do 2º grau nas incógnitas x e y representa uma hipérbole 
com eixo real paralelo a Ox ou Oy se, e somente se, for redutível à forma: 


— 2 Es 2 
X-x | (Voy 4 
k ko 


em que k, e k5 têm sinais contrários; 


2º) quando k, > 0 ek, <0, temos k = a2 ek, = —b2, portanto o eixo real 
é horizontal; 

3º) quando k, < 0 e k > 0, temos k = —b2 e k, = a?, portanto o eixo real 
é vertical; 


4º) (Xo, Yo) é o centro da hipérbole. 


163. Desenvolvendo as equações do item 160, temos: 


1 3 + 2px 
Read e, DOS pp de OD EO 


Xx= -y2 parábola com eixo horizontal) 
2p p 2p 
2 
y= E x2 — O, Xe Xo + 2h (parábola com eixo vertical) 
2p p 2p 


Comparando as duas, concluímos que: 


1º) uma equação do 2º grau nas incógnitas x e y representa uma parábola 
com eixo paralelo a Ox ou Oy se, e somente se, for redutível às formas: 


(1) x=ay2+by+c (a0) ou 


(2) y=ax +bx+c (a£0) 


2º) quando redutível à forma (1), a parábola tem eixo horizontal e 


a=L p=-do qo 10+20, 
2p p 2p 
3º) quando redutível à forma (2), a parábola tem eixo vertical e 
a=L o p=-*0 q X+2p, 
2p p 2p 


4º) (Xo, Yo) é O vértice da parábola. 
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EXERCÍCIOS 


Caracterize a cônica representada pela equação 4x2 + 9y2 = 36 e esboce seu 
gráfico. 


Solução 
Dividindo por 36, temos y 


aa ese e E 


+ = =3 ap = dl, 
portanto a cônica é uma elipse com E 
centro na origem e eixo maior hori- Ez 
zontal tal que: 


an 
a lof=e=Va=R=v5 


Caracterize a cônica representada pela equação 4x2 — 9y2 = 36 e esboce seu 
gráfico. 


Solução 


2 2 
x -g2=365 E -L=1 
E “9 4 


2 


portanto a cônica é uma hipérbole 
com centro (O, O), eixo real horizon- 
tal, pois a diferença é feita de x? 
paray? e 


a22=9>a=83 
=1 
PAS po A 
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387. Qual é a cônica representada pela equação y2 = 6x? Esboce seu gráfico. 


Solução 


Pers f=2:80% 


2 


portanto a cônica é uma parábola 
com vértice na origem, eixo horizon- 
tal e parâmetro p — 3. 


388. Qual é a distância entre os focos da cônica cuja equação é 9x2 + 4y2 = 36? 


Solução 


Aude ss = e di 
49 á 


Acônica é umaelipsecomcentro(0,0) 
e eixo maior vertical tal que: 


pq 
220] = c=Val=E= 5 
portanto os focos são 


Fio, 45) e Filo, 5) 


e a distância entre eles é 2c = 245. 


389. Quais são os focos da cônica cuja equação é x2— y2 = 1? 


Solução 
p 2 
-peqs E "q 
it áL 


A cônica é uma hipérbole com centro 
(O, O) e eixo real horizontal tal que: 
EP = dl - 

E c=Va2+b2=v2 
portanto os focos são 


Fi(-V2, 0) e Fo(N2, 0). 
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Qual é a cônica representada pela equação 9x2 + 16y2 — 90x — 160y + 481 = 0? 
Esboce seu gráfico. 


Solução 


Tendo os termos x? e y2, é evidente que a equação só pode representar 
elipse ou hipérbole. 
Vamos identificá-la com a equação teórica 


ndo tis 
k ka 


isto é, 

kox2 + kyy2 — 2koxox — 2k4Y0y + (Kkoxd + kayó — kaka) = O 

Temos coeficientes respectivamente iguais aos da equação dada, portanto: 
5-0 16, 2h 90, 2ky0— 160, ox + Kyo — Kilo — 48] 
donde vem: 

gula doa DR E 


Como k, > k, > 0, a equação repre- 
senta uma elipse com eixo maior 
horizontal, centro (5, 5), sendo 


a2=-16 e b?=-9. 


A equação reduzida é: 


fuma msi 
16 g 


: nas ” 1, 1 5 
Caracterize a cônica representada pela equação x = A 2) + 4 e esboce 
seu gráfico. 


Solução 


Evidentemente a equação representa uma parábola com eixo horizontal. 
Identificando-a com a equação teórica 
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392. 


x=L.yp- Yo .y, J0+2p% 
2p p 2p 
decorre: 


di dh pas 
2p 4" p 2º 2p 
donde tiramos: 


ES 


[= 2, Yo = 1. 16 = À 


Assim, a parábola tem vértice (1, 1) 
e parâmetro p — 2. 


A equação reduzida é: 
(= 1) = a(x = 1) 


Qual é a cônica representada pela equação 4x2 — y2 — 32x + 8y +52 = 0? 
Esboce seu gráfico. 


Solução 


Tendo os termos x? e y2, é evidente que a equação só pode representar 
elipse ou hipérbole. 


Se identificarmos a equação dada 
com a teórica 


= 2 = 2 
Co io, 
ka ko 


obteremos: 
k4 — =1; ks 4, Xo 4, Yo 4 


Como k <0ek,>õ0O, a equação 
representa uma hipérbole com eixo 
real vertical, centro (4, 4), sendo 
p= olif=di. 

A equação reduzida é: 

y-42 (x—42 


ad 
4 i 
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164. Estamos observando que a teoria dos itens 161, 162 e 163 só permite ca- 
racterizar a cônica representada por uma equação do 2º grau do tipo 


Ax? + By2 + Cx + Dx + Ey+F=0 
com €C = 0, isto é, sem o termo xy. 


Para discutir o caso quando C + O, é preciso ver o capítulo seguinte. 


EXERCÍCIOS 


393. Caracterize a cônica representada por cada uma das equações abaixo: 
a) 9x? + 25y2 — 36x + 50y — 164 = 0 
b) y2-4x-—- 6y+13=0 
c) 5x2 — 4y2 + 30x + 16y + 49 = O 
d) x2— 4x — 12y = 32 
e) 289x2 — 17183 = 2(256y — 289x — 32y2) 


394. Uma cônica tem equação 9x2 + 5y2 + 54x — 30y + 81 = O. Caracterize a cô- 
nica, determine seus focos e sua excentricidade. 


V. Interseções de cônicas 


165. É regra geral na Geometria Analítica que, dadas duas curvas f(x,y) = 0 e 
g(x, y) = O, a interseção delas é o conjunto dos pontos que satisfazem o sistema: 


a y=0 
g(x, y) = O 

Já aplicamos esse conceito para achar a interseção de duas retas (item 35), 
de uma reta e uma circunferência (item 110) e de duas circunferências (item 115). 


O mesmo conceito se aplica para obter a interseção de uma reta e uma cônica, de 
uma circunferência e uma cônica, de duas cônicas, etc. 
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EXERCÍCIOS 


395. Ache os pontos comuns à retar:x — y = O e a parábola À: y = x2. 


Solução 

Vamos resolver o sistema de equações 

N oo dl) y 
MS 2) 

Substituindo (1) em (2), resulta: 

y=0">y-y=0> Neo 


y=0>x=0 
ou (0, 0) x 


y=ilsnx=i 
Resposta: rM A = ((0,0), (1, 1). 


396. Obtenha a interseção da parábola À: y2 = x coma elipse N:x? + 5y2 = 6. 


3 
397. Qual é o número de interseções das curvas de equações y =x2e y = x2? 


398. Determine o número de elementos da interseção das curvas 


pesje-fio=-P=Mer- S-J0=-y Ay, 


399. Determine o conjunto dos pontos em que a hipérbole x? — 4y2 = 4 intercepta a 
circunferência x2 + y2 = 9. 


400. Quantos pontos comuns têm a circunferência x2+ y2— 4y + 3= 0 e a parábola 
3x2 —-y+1=0? 


4041. Calcule o comprimento da corda que a reta r: y = x define na elipse 
À: 9x2 + 25y2 = 225 


402. Calcule a distância entre os pontos de interseção das curvas x2 + y = 10 e 
x+y= 10. 
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2 
403. Determine m de modo que a reta y = x + m intercepte a elipse 7 +y2=1. 


404. Calcule o valor do coeficiente angular m para que a reta y = mx + 2 corte a 
parábola y2 = 4x. 


405. Sejam P(a, b) e Q(c, d) os pontos em que a reta 3x — 2y = O corta a curva 
x2 + 6x + y2 — 4y — 12 = 0. Calcule o produto da distância de P ao ponto 
R(2, 3) pela distância de Q ao mesmo ponto R. 


406. Determine a interseção entre o gráfico da função y = ax? + bx + c, sendo 
b*0ec+0,eográfico da função obtida da anterior pela mudança de xem —x. 


407. Dada a função f, definida no conjunto dos números reais por f(x) = 4x — x2, 


a) determine as coordenadas (x', y') da interseção, distinta da origem, da reta 
y = 3x com o gráfico de f; 

b) dê a equação da reta que passa pela origem e que tem, com o gráfico de 
f, uma interseção (x", y") simétrica de (x', y') em relação à reta x = 2. 


408. Os vértices de um triângulo estão sobre a parábola de equação y = x2 + x — 12. 
Sabendo que dois dos vértices estão sobre o eixo dos x e que o terceiro vérti- 
ce tem coordenadas (x, y), em que x é o ponto de mínimo dey = x2 + x — 12, 
calcule a área do triângulo. 


VI. Tangentes a uma cônica 


166. Vamos resolver dois problemas clássicos de tangência entre uma cônica e 
uma reta. 

Para a resolução desses dois problemas é fundamental notar que uma reta 
t e uma cônica à, coplanares, são tangentes se, e somente se, têm um único ponto 
comum.f) 

Aretat;ax+by +k =0 ea cônica A: f(x, y) = O têm um único ponto comum 
se o sistema de equações: 


Pi (1) 
fix, y) = O (2) 
admitir uma única solução (Xg, Yo). 


Seja A o discriminante da equação do 2º grau resultante da substituição da 
incógnita y de (1) em (2). A reta t e a cônica à são tangentes se, e somente se, A = O. 


(*) No caso da parábola, deve-se exigir que a reta tenha um único ponto com a curva e não seja paralela 
ao eixo da parábola. 
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167. 1º problema: obter as retas t tangentes a uma dada cônica À e paralelas a 
uma dada reta r. 


Solução 


Se a reta dada é r: ax + by + c = O e a cônica dada é A: f(x, y) = 0, 
temos: 


19)t/r> tiax+tby+k=0 


2º) como t é tangente de à, determinamos k impondo A = O (conforme 
item 166). 


EXERCÍCIOS 


409. Obtenha as tangentes à elipse À: 2x2 + 3y2 = 6 que são paralelas à reta 
ry=x. 


Solução 
119) 4/1 => (0) y = E k 

2x2 +3y2 = 6 
2º) sistema 

yY=xtk 

Substituindo, temos: 
2x2 +3(x+k2=6 
5x2 + 6kx+(3k2 — 6) =0 


3S)ttangenteal > A4=0 
A=(6k2-4-5-(3k — 6) = 36k2 — 60k2 + 120 = 
=-24K + 120 =0 > k=45 


Resposta: y=x+ V5 ou y=x-— 5. 
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Obtenha as tangentes à hipérbole À: xX2 — y2 = 1 que são paralelas à reta 
rny=o2x. 


Solução 
1d p => uy = 2x ar k 


2-y2 = 


2º) sistema |) EE 
Substituindo, temos: 

x —(2x+k2=1 

3x2 + 4kx + (KR + 1) = 0 


3)ttangenteal > 4=0 
A=(4k2-4-3-(KR+1)=4k2 -12=0 > k=3 


Resposta: y = 2x + V3 ou y = 2x — 3. 


Dadas a reta fr: y = -—x e a parábola À:y = x? — x — 2, obtenha a tangente 


a à que é perpendicular a r, bem como o ponto de tangência. 


Solução 
1 áL 
19)t lr m=-— =———— = 8 
) = t m, Ri 
8) 
então ty = 3x + k 
Vi Je e 
2º) sistema 
y=3x+k 


Substituindo, temos: 
3x+k=x2-x—2 
x2—-4x-—-(k+2)=0 
3S)ttangenteal > A=0 
A=(-42+4-:1-(k+2)=16+4k+8= 
=4kK+24=0>5k=-65(ty=-3x-6 
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Obtemos o ponto de tangência fazendo k = —6 na equação do 2º grau em x: 
x —-4x-(-6+2)=x2-4x+4=0 5x=2 

Substituindo na equação da reta t, resulta: 

y=3(2)-6=0 

portanto P(2, 0). 

Resposta:y = 3x —- 6 e P(2,0). 


412. Obtenha uma reta t paralela à bissetriz dos quadrantes ímpares e tangente à 
parábola À: y = x? — x + 5. Ache o ponto T de tangência. 


413. Obtenha uma reta t perpendicular à reta r: x + 3y + 5 = O e tangente à hipér- 
bole A: 6x? —yº = 1. 


168. 2º problema: obter as retas t: tangentes a uma dada cônica À: e passando 
por um dado ponto P. 


Solução 
Se o ponto dado é P(xo, Yo) e a cônica dada é (A) f(x, y) = O, temos: 
1)PEt> (Dy-yo=m(x-—xo) 


2º) como t é tangente de à, determinamos m impondo A = O (conforme 
item 166). 


EXERCÍCIOS 


414. Obtenha as tangentes à elipse À: 4x? + 9y2 = 36 que passam por P(7, 2). 


Solução 
irlsisy-2=pb-mp=eovye = MZ 
y=mx-— /7m+2 


2º) o sistema é: 
pe + 9y2 = 36 
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Substituindo, temos: 

4x2 + 9mx — Tm + 2)? = 36 

4x2 + 9(m2x2 + 49m2 + 4 — 14m?2x — 28m + 4mx) = 36 
(9m?2 + 4)x2? + 18m(2 — 7m)x + 63m(7m — 4) = 0 
3)ttangenteal > A4=0 

A=182m2(2 —- Tm)? — 4 - (9m? + 4): 63m(7m — 4) = 
= 576m(7 — 10m) = 0 > 


Y 
Resposta: y=2 ou y= ao o 


' E y2+3 
Conduza por P(O, O) as tangentes à parábola À: x = 


0 entre elas. 


e calcule o ângulo 


Solução t 


1)Pet> (Dy=mx 
y = mx 


2º) o sistema é: = É ES! A 
Ao PLA 


Substituindo, temos: 
DC imbders 
3 
mx —- 3x+3=0 
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3S)ttangenteal > 4=0 


A=3º-4mê-3-9-12m2=0 > m=s!ê 
DS: 3 
portanto t: Canção ou PR EA 


a) tg0=] de |- E 


1 + mm' 


Resposta: 6 = arc tg 443. 


416. Conduza por P(O, O) as retas t que são tangentes à elipse 
AX:xº + 4y2 — 16y +12 =0. 


417. Conduza por P(O, 2) as retas t que são tangentes à hipérbole À: x? — 4y2 = 
=4. 


418. Obtenha as equações das retas t que passam por P(3, 0) e são tangentes à 
parábola À: x = —2y2. 


169. Demonstra-se que toda hipérbole ad- 
mite duas retas, Ss, e s,, passando pelo seu 
centro e tangenciando os dois ramos da cur- 
va no ponto impróprio (ponto infinitamente 
afastado da reta). 


As retas Ss, e s, recebem o nome de 
assíntotas. 


Suas equações, no caso em que o 
centro da hipérbole é a origem, são: 


sie 
1:Y A 


b 
sy 
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EXERCÍCIOS 


419. Ache as equações das assíntotas da hipérbole À: 9x2? — 4y2 = 1. 


2 2 
420. Dê a equação da assíntota à hipérbole EE — a = 1 que forma ângulo agudo 
com o eixo x. 


421. Ache as coordenadas de quatro pontos da curva b2x2 + a2y2 = a2b2 coma >0, 
b > O, de modo que eles sejam os vértices de um quadrado cujas diagonais 
passam pela origem. 


422. É dada a parábola de equação y = x2 em coordenadas cartesianas ortogo- 
nais. Sendo A = (a, a2), B= (b, b2) e X = (x, x2) três pontos distintos da pará- 
bola: 


a) determine a área do triângulo ABX. 


b) para cada x, distinto de a e de b, seja f(x) a área (positiva) do triângulo 
ABX, esboce o gráfico da função f. 


c) determine o valor de x para o qual f(x) é máximo local (ou relativo). 
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Definição 


Uma figura é um lugar geométrico (I.g.) de pontos quando todos os seus pon- 
tos, e apenas eles, têm uma certa propriedade comum. 


Exemplos: 


1º) Sejam A e B dois pontos dis- 
tintos de um plano a. e 

O lugar geométrico dos pontos 
de a equidistantes de A e B é a media- | 
triz do segmento AB. 

Isso significa que, no plano «a, 
todos os pontos que estão à mesma 
distância de A e B pertencem neces- 
sariamente à mediatriz m, e, reciproca- 
mente, todo ponto de m é equidistante 
deAeB. 
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2º) Seja O um ponto pertencente a um 
plano « e r + O uma distância. 


O lugar geométrico dos pontos de a que 
estão à distância r de O é a circunferência de 
centro O e raio r. 


Isso significa que, no plano «, todos os 
pontos que estão à distância r de O pertencem 
necessariamente à circunferência à, e, recipro- 
camente, todo ponto de à está à distância r 
de O. 


UV 


172. Em Geometria Analítica, “obter um lugar geométrico” significa obter a 
equação que representa o I.g. e interpretar a equação, isto é, dizer qual é a curva 
por ela representada. 


Os problemas de 1.g. devem ser resolvidos pelo seguinte processo: 
1º) Colocam-se no plano cartesiano os dados do problema. 
2º) Toma-se um ponto P(X, Y) pertencente ao l.g. 


3º) Impõe-se analiticamente que P obedeça às condições válidas para 
qualquer ponto do 1.g. 


4º) Obtém-se a equação do I.g., na qual devem figurar apenas as variáveis 
(Xe Y) e os parâmetros indispensáveis do problema. 


5º) Caracteriza-se a curva representada pela equação do I.g. 


EXERCÍCIOS 


423. Determine o I.g. dos pontos do plano cartesiano situados à distância d da reta 
Ax+ By+C=0. 


Solução 
Se P(X, Y) pertence ao 1.g., isto é, está à distância d da reta dada, deve 
obedecer à condição: 
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424. 


425. 


426. 


427. 


428. 


429. 


[= 0) 


ANG BNAO 

a = d=>(AX+BY+C)2 = dA + B?)= 
AX+BY+C-—dVAZ+B2=0 

ou 


AX+BY+C+dvA2+B2=0 
que é a equação do lugar geométrico. 
Conclusão 


O lugar geométrico é a reunião das retas paralelas à reta dada, à distância d. 


Determine o |.g. dos pontos equidistantes de A(a, b) e B(c, d) com À * B. 


Determine o I.g. dos pontos equidistantes das retas ri: ax + by + c=0€e 
s:iax+ by +c'=0,comc £c'. 


Determine o |.g. dos pontos cuja distância ao eixo dos x é o dobro da distância 
ao eixo dos y. 


Determine o I.g. dos pontos cuja distância à reta r: 3x + 4y — 3 = O é o dobro 
da distância à retas: 4x — 3y + 8-0. 


Determine o |.g. dos pontos equidistantes do ponto F(O, 0) e da reta 
d:4x — 3y + 2 =0. 


Determine o |.g. dos pontos do plano cartesiano dos quais as tangentes con- 
duzidas à circunferência (x — a)2 + (y — b)2 = r2 têm comprimento £. 


Solução 

Sejam P(X, Y) pertencente ao I.g. e 
Polxo, Yo) O ponto de tangência na cir- 
cunferência: 


(Po)é = (oPo) + (Pop) 
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431. 


432. 


433. 


434. 
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então: 
(X= aj E (y=b2=1 42 
fazendo r2 + 42 = k2, temos: 


X-a2+(Y-b2=k2 


equação do 1.g. 
Conclusão 


O lugar geométrico é a circunferência de centro O(a, b) e raio k = vr2 + (2. 


Determine o |.g. dos pontos dos quais se vê o segmento AB sob ângulo de 45º. 
Dados: A(-3, 0) e B(3, 0). 


Determine o |.g. dos pontos dos quais se vê o segmento AB sob ângulo de 60º. 
Dados: A(O, 0) e B(10, 0). 


Determine o I.g. dos pontos P que ligados a Q(O, 0) determinam retas que in- 


terceptam r:x + y — 1 = O em pontos R tais que E =1. 


Determine o I.g. dos pontos P que ligados a Q(O, 0) determinam retas que in- 


PQ 


terceptam a parábola y = —x2 + 2x em pontos R tais que OR =). 


Determine o |.g. dos pontos cuja soma das distâncias aos eixos coordenados 
é igual ao quadrado da distância até a origem. 


Solução 

Seja P(X, Y) pertencente ao 1.g. 
Então: 

dp, + dp, = dop 


ls |R= e 


equação do 1.g. 
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435. 


436. 


437. 


438. 


=Es 


Temos, então, quatro possibilidades: 
1º) quando X = 0eY =0, 

Xl=Xe Y|=yY, 

então a equação fica: 
X+Yy2-Xx-Y=0 


2º) quando X = 0eY = 0, a equação fica: 
PA ar DN (Sado ic EO) 


3º) quando X= 0eY = O, temos 
6 ap ars cp E) 


4º) quando X = 0 e Y = O, temos 
6 RPE a Sp To) 


Conclusão 


O lugar geométrico é a reunião de 4 arcos de circunferência com a origem. 


São dados os pontos O(0, 0), A(2, 0) e B(O, —2) e considera-se uma reta variá- 
vel A'B' paralela a AB. Determine o |.g. dos pontos | de interseção das retas 
variáveis AB' e A'B, sabendo que B' E OBe A' E OA. 


Num plano são dados uma reta r e um ponto O cuja distância a r é maior que 
um número dado d. Sobre a circunferência que passa por O e tem diâmetro d 
consideremos o ponto M mais próximo de r. Qual é o I.g. dos pontos M? 


Consideremos um sistema cartesiano retangular e nele os pontos O(O, 0), 
A(2, 0) e P(x, y). Determine o lugar geométrico dos pontos P(x, y) tais que 


OP=3-AP. 


Sejam r = r(m) e s = s(m) duas retas, cujas posições dependem da variável m, 
dadas pelas equações 


nXx—2Y +12m=0 e s:5X-Y-3m=0 
Qual é o I.g. das interseções de r com s? 
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Solução 

Sejam (X, Y) um ponto de interseção de r com s. Temos: 
per=X- Hs Um (al) 

rEs= Vem (2) 


Resolvendo o sistema (1), (2), obtemos X = 2m e Y = 7m. A equação do 
I.g. relaciona X e Y entre si; portanto, vamos eliminar m: 


an 
2 RA 
= =— TX -2Y =0 
sy = 7 > 
iai 
Conclusão: 


EE : RT: 
O lugar geométrico é a reta que passa pela origem e tem declive E 


Dados o centro C(—-3, 1), 0 raio r = 3 de uma circunferência e a reta de equa- 
ção x = 2, seja P um ponto qualquer dessa circunferência e Q a interseção da 
paralela por P ao eixo x, com a reta dada. Determine a equação do 1.g. descrito 
pelo ponto médio M do segmento PQ, quando P descreve a circunferência. 


Dada a elipse x? + 4y2 = 4, determine o |.g. dos pontos M externos à elipse 
tais que as tangentes à elipse, traçadas por M, sejam perpendiculares. 


Os vértices de um triângulo ABC têm para coordenadas A(O, 0), B(O, 1) e 
C(—2, 0). Sendo P um ponto do plano ABC tal que a reta AP encontra a mediana 
BM, relativa ao lado AC, num ponto Q, determine a equação do 1.g. de P quando 


Q percorre a mediana, sabendo que a relação simples E] = >. 


Um segmento de comprimento 2a desloca-se no plano de modo que uma de 
suas extremidades se mantém sobre o eixo y e o ponto médio se mantém so- 
bre o eixo x. Qual é o lugar geométrico descrito pela outra extremidade? 


Dê a equação do lugar geométrico dos pontos P(x, y) tais que a soma dos qua- 
drados das distâncias aos pontos P,(r, 0) e Ps(—r, 0) é 412. 


Pelo ponto Q(2, 1) conduz-se uma reta r qualquer, que intercepta os eixos coor- 
denados x e y respectivamente em A e B. Se M é o ponto médio de AB, toma-se 
sobre r o ponto P, simétrico de Q em relação a M. Dê a equação do lugar geo- 
métrico descrito por P ao variar r. 
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445. 


446. 


447. 


448. 


449. 


II. 


Que figura forma o lugar geométrico dos pontos de encontro dos pares de retas 
tais que a primeira passa pela origem e tem coeficiente angular m, e a segun- 
da passa pelo ponto (2, 0) e tem declive mo, com mZ + má = 1? 


Se num sistema de coordenadas cartesianas ortogonais representarmos 
no eixo das abscissas os valores do raio da base de um cilindro e no eixo 
das ordenadas os valores da altura do cilindro, qual é o lugar geométrico dos 
pontos do plano a que correspondem cilindros cujas superfícies laterais têm a 
mesma área? 


a) Ache a equação da família de circunferências com centros no primeiro qua- 
drante, tangentes ao eixo OY, cada uma cortando o eixo OX em dois pontos 
Ae B tais que o segmento AB tem por medida AB = 2. 


b) Dê a equação do lugar geométrico dos centros das circunferências da família. 


Sabemos que, no plano complexo, z = x + iy representa um ponto. Fazendo 
variar x e y, z descreve, em geral, uma curva. Determine a equação da curva 
correspondente a |z — 2i| = 2. 


Seja r uma reta que passa pela origem de um sistema de eixos cartesianos 
ortogonais x e y. Seja A' a projeção ortogonal do ponto A(4, 0) sobre r. Fazendo 
r girar em torno da origem, no plano dado, o ponto A' descreverá uma curva. 
Dê a equação dessa curva. 


y 


Interpretação de uma equação do 2º grau 


173. Uma equação do 2º grau nas incógnitas x e y: 


Ax? + By2 + Cxy + Dx+ Ey +F=0 


pode representar vários tipos de curvas: circunferência, reunião de duas retas, 
elipse, hipérbole, parábola, ponto ou conjunto vazio. 
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174. Já vimos no item 102 que essa equação representa uma circunferência se 
forem obedecidas três condições: 


A=B+0, C=0, D2+E2-4AF>0 


175. Uma equação em x e y, do 2º grau, representa a reunião de duas retas se, 
e somente se, o primeiro membro for fatorável num ponto de dois polinômios do 1º 
grau com coeficientes reais: 


(ax + byy + callaox + boy + 05) = 0 

pois, nesse caso, temos a equivalência entre a equação 
Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey+F=0 

e o sistema 


ax + by + c, =0 ou ax + boy + c, = 0 


176. Exemplos: 


1º) As equações x = y e x = y2 representam o mesmo lugar geométrico? 
Solução 


A equação x = y é satisfeita por todos os pontos cuja abscissa é igual à or- 
denada, isto é, por todos os pontos pertencentes à bissetriz do 1º e 3º quadrantes. 


A equação x? = y2 é equivalente a 


x+y=0 
X-y=0>(x+yx-y)=0> ou 
x—-y=0 


portanto ela é satisfeita por todos os pontos da bissetriz do 1º e 3º quadrantes ou 
da bissetriz do 2º e 4º quadrantes. 


y y 


Resposta: As equações não representam o mesmo I.g. 
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2º) Provar que a equação 2x2 — xy + x — y2 — y = O representa duas retas 
concorrentes. 


Solução 

Temos: 
x2-xy+xX —-y2+x—-y=0 
xXx y) +ix+tytx—y+(x—y) =0 
x—-y(x+x+y+ 1)=0 
(x—-y(2x+y+ 1)=0 


x-y=0 o 2x +y+1=0 
No 1 ——— 
r s 


Os pontos que satisfazem a equação dada pertencem a r ou s, que são con- 
correntes, pois: 


2 ba, + a bo, 


1Z7. A equação Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F= O (1) pode ser encarada como 
equação do 2º grau em x: 


Ax2 + (Cy + Dx + (By2 + Ey+F)=0 

A forma fatorada dessa equação é: 
A-(x—x)-(x— xo) =0 
em que x, € x, são as raízes da equação calculadas pela fórmula: 


—(Cy + DJ+N(Cy+D2=4-A-(ByZ+ Ey +) 
2A 


Concluímos, então, que a equação (1) é fatorável num produto de dois poli- 
nômios do 1º grau se, e somente se, x e x forem polinômios do 1º grau em y. Isto 
também poderia ser dito assim: 


"A equação (1) representa a reunião de retas se, e somente se, o discri- 
minante A = (Cy + D2 — 4 - A - (By2 + Ey + F) for polinômio quadrado perfeito". 
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178. Exemplos: 
1º) Determinar m de modo que a equação 3x2 — 2y2 + 5xy + mx+ 2y=0 
represente a reunião de duas retas. 
Solução 
Temos: 
3x2 + (5y+mx-—(2922-2y)=0 
A=(By+m2+4-3:(292 —- 2y)= 
= (25y2 + 10my + m2) + (24y2 — 24y) = 
= 49y2 + (10m — 24) + m? 
Este último polinômio é um quadrado perfeito somente se o seu discriminan- 
te for nulo: 
A'=(10m-242-4:49:m? = 
= —96m? — 480m + 576 = 


=-96(m2+5m-6)=0 > m=10um=-6 
Resposta:m = 1 oum=-—6. 
2º) No problema anterior, achar as equações das retas e esboçar o seu grá- 
fico param = 1. 
Solução 
Para m = 1, temos: 
A=49y2 -14y+1=(7y-172 
As raízes da equação do 2º grau em x: 
3x2 + (by+1)x—(2932-2y)=0 


são calculadas pela fórmula: 


X = 
-D+NA By +D+(1y-1)]" 6 
2a 6 =(Oy + 1) +(7y — 1) 
X2 —— DDD 
6 
donde vem x, = —2y e x» = A 
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A forma fatorada da equação do 2º grau é: 


(x— 2y) (3x — y + 1) = 0 
e, finalmente, obtemos as equações das retas: 
x+ 2y=0 ou 3x—-y+1=0 


cujos gráficos são r e s respectivamente. 


179. Já vimos nos itens 161, 162 e 163 que a equação 


Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey+F=0 


pode representar uma cônica (elipse, hipérbole ou parábola), mas não vimos ainda 
como fazer o reconhecimento dessa cônica nos casos em que C £ O. 
Consideremos uma equação da forma acima e que não representa nem cir- 


cunferência nem reunião de duas retas. Sejam: 


2 CD 
a=| C 2B El|B=4AB-C ey=A+B 
D E 2F 


Usaremos, sem demonstração, o seguinte resultado: 


«0, B>0€e ay<0O <> a equação representa uma elipse 
«0, B<O< aequação representa uma hipérbole 
«0, B=0 < a equação representa uma parábola 


180. Exemplos: 


1º) Qual é a cônica representada pela equação xy = 5? 


Solução 
TemosA=B=-D=-E=-0,C=41,F 
01 (0) 

a=|1 0 0|=10e B=4:0:0-12=-1, 
oO 0 —-10 


portantoa>0 e B<oO. 


Resposta: hipérbole. 


5. Então: 
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2º) Qual é a cônica representada pela equação 


x+4y2-4xy—-3x—-y-1=0? 


Solução 


TemosA=1, B-4,C 4,D=--3, E=-1, F=—41. Portanto, 


2 -4 —-3 
a=|-4 8 -1|=-98ep=4:1:4-(-42=0, 
-3 =4 -2 


isto é:a<0 e B=0. 

Resposta: parábola. 

3º) Qual é a cônica representada pela equação 
xX2+3y32+xy—-2x+4y-5=0? 


Solução 


TemosA=1,B=-3,C=-1,D 22E=4, F=-—-5. Portanto, 


214 —2 
1 6 4 
—2 4 —10 


=-182,B=4.1:3-12=11,y=1+3=4 


a= 


isto é: a<0, B>0eay<0O 


Resposta: elipse. 


181. Ainda de acordo com a notação do item 179, vamos aceitar o resultado: 
«0, B>0€eay>0 = a equação representa o conjunto vazio. 


Assim, por exemplo, a equação x? + 3y2 — 2x — 6y + 9 = O representa o 
conjunto vazio, pois: 


2 0 —2 
a=| 0 6 -6|=120,B=4:1:3-(-22=8,y=1+3=4 
—2 —6 18 
Isso significa que nenhum ponto tem coordenadas que verificam a equação 
dada. 
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182. Finalmente, a equação do 2º grau em x e y representa um ponto se for redu- 
tível à forma ki(x — xo)? + ks(y — yo)? = 0, com k, > 0 ek, > 0, pois só o ponto 
(Xo, Yo) verifica esta equação. 


Assim, por exemplo, a equação x? + y2 = O representa o ponto (0, O); 


a equação (x — 1)22 + (y — 2)2 = O representa o ponto (1, 2) e a equação 
2(x — 1)2 + 3(y + 4)2 = O representa o ponto (1, —4). 


450. 


451. 


452. 


453. 


454. 


455. 


EXERCÍCIOS 


Demonstre que a equação x2 — y2 + x + y = O representa duas retas concor- 
rentes. 


Mostre que a equação y2 — xy — 6x2 = O representa um par de retas concor- 
rentes na origem de um sistema cartesiano ortogonal. 


Esboce o gráfico cartesiano dos pontos P(x, y) que verificam a condição 
XxX +2wy +y-9=0. 


Prove que a equação 6x2 — 6y2 + 5xy — 6x + 4y = O representa um par de 
retas perpendiculares. 


Calcule o ângulo formado pelas retas representadas pela equação: 
a) xX—- x +8x—-3y+15=0 

b) 3x2 — 3y2+ 6x— 2y+ 8xy = 0 

c) 25x2+yº — 10x + 5x — y = 0 


Obtenha m de modo que a equação: 2x2 + my2 + 2x + 10x + my + 4=0 
represente a reunião de duas retas. 


« Caracterize a cônica definida pela equação xy = 2. 
. Qual é a curva representada pela equação xº — y2 — 2xy = 0? 


. Qual é o gráfico da relação R = ((x, y) |x2 + 16y2 + 2mxy — 1 = 0)? 


210 Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


459. 


460. 


461. 


462. 


463. 


464. 


465. 


466. 


467. 


468. 


469. 


470. 


471. 


LUGARES GEOMÉTRICOS 


2 2 
e 
Que curva representa a equação = E = c2,comabc*0eab? 
a 


A equação y — 2x2 — 7x + 8 = O representa que curva? 


Consideremos num plano cartesiano a cônica C de equação reduzida o + 
y2 

4 +m 

C seja uma hipérbole. 


= 1, em que m £ —4 é um número real. Determine m de modo que 


Que figura forma o conjunto de pontos (x, y) que satisfazem a equação 
x —-y2+x+y=0? 


Que figura do plano xy satisfaz a equação x? — 6x + 8= 0? 
Qual é a representação gráfica dex2 + 2x + y2- 1=0? 
Qual é a representação gráfica de x2 — 3xy + 2y2 = 0? 


Qual é o lugar geométrico dos pontos P(x, y) cujas coordenadas satisfazem a 
equação 4x2 — 9y2 = 0? 


Qual é o gráfico da equação y2 = 2xy — x2? 


Se o conjunto dos pontos que satisfazem a equação x? + y2 + 2axy = 0 é à 
reunião de duas retas, determine a. 


As equações f(x, y) = O e g(x, y) = O representam dois subconjuntos A e B do 
plano cuja interseção A N B é não vazia. Se f(x, y) — g(x, y) = ax + by + c, com 
a + O, que figura a equação f(x, y) = g(x, y) representa? 


O que representa a equação x2 — 4x + y2 + 4y +11 =0? 


Qual é a representação gráfica no plano cartesiano de 
x +y2-2x—- 61+10=0? 
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Pode-se demonstrar por métodos analíticos um grande número de teore- 
mas de Geometria Plana. As demonstrações são feitas quase sempre nos passos 
seguintes: 

1º) Faz-se a figura correspondente ao teorema. 
2º) Escolhe-se um sistema cartesiano em posição conveniente. 
3º) Fixam-se as coordenadas dos pontos da figura impondo as hipóteses. 
4º) Faz-se a demonstração. 


Demonstre que a mediana relativa à hipotenusa de um triângulo retângulo é 
igual à metade da hipotenusa. 


Solução 
Coordenadas: 
A(O, 0), B(a, 0), C(O, b) 
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DEMONSTRAÇÃO DE TEOREMAS DE GEOMETRIA PLANA 


YM = E 


Demonstração 


fla Es(bo PNR 
q q o es O asa 
ii E o) (2 o) 2 => AM - 


dec = V(a— 0)2 + (0— b2 = Va2+b? 


Demonstre que as diagonais de um trapézio isósceles são iguais. 


Solução 

Coordenadas: 

A(O, 0), B(a, 0), C(b, c) e D(a — b, c) 
Demonstração 

dac=N(b— 0)2 + (c— 0)2=vb2+ c2 
deo=NV(a-b-a) + (c— 0)2 = vb? + c2 
então: AC = BD 


Prove analiticamente que o segmento, cujas extremidades são os pontos médios 
dos lados de um triângulo, é paralelo ao terceiro lado e igual à metade deste. 


Demonstre que, num trapézio, os pontos médios das bases, a interseção das 
diagonais e o ponto de interseção dos lados não paralelos são colineares. 


Demonstre que, num quadrilátero ABCD, os pontos médios das diagonais e o 
ponto médio do segmento cujos extremos são os pontos de interseção de dois 
lados opostos são colineares. 


Prove que as três alturas de um triângulo têm um ponto comum. 


« Prove que as três mediatrizes de um triângulo têm um ponto comum. 
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LEITURA 


Monge e a consolidação da 
geometria analítica 


Hygino H. Domingues 


Descartes advertia: "Quando se lida com questões de transcendental 
importância, deve-se ser transcendentalmente claro". Mas ele próprio às ve- 
zes se esquecia de seu conselho. Sob o pretexto de deixar ao leitor o prazer 
da descoberta, sua A geometria é uma obra eivada de omissões e obscurida- 
des. O trabalho de desembaraçar e expandir suas ideias (e as de Fermat) iria 
ocupar várias gerações de matemáticos. 


E começou cedo, antes mesmo da morte de Descartes. Uma tradução 
para o latim de A geometria, feita por Frans van Schooten (1615-1660), pro- 
fessor da Universidade de Leyden, publicada em 1649, aproximou essa obra 
da comunidade científica da Europa, que afinal se entendia nessa língua. E 
os comentários que Van Schooten incluiu em sua tradução, que na segun- 
da edição montavam praticamente o dobro do compacto texto de Descartes, 
aclararam muito o assunto. Assim mesmo faltavam coisas básicas como as 
coordenadas negativas, cujo uso consciente só começaria com John Wallis 
(1616-1703) em seu Tratado sobre seções cônicas (1655). Com essa obra 
inaugura-se também o tratamento analítico sistemático das cônicas. 


Quanto à geometria analítica no espaço, tanto Fermat quanto Descartes 
haviam percebido seu princípio fundamental: uma equação em três variáveis 
representa uma superfície (e reciprocamente). Mas, a bem dizer, ficaram nis- 
so. No século XVIIl o assunto mereceu um pouco da atenção de alguns mate- 
máticos importantes — como Euler, que identificou as quádricas (elipsoides e 
paraboloides, por exemplo) como uma família de superfícies. Mas só no sécu- 
lo seguinte emergiria de vez, graças em grande parte ao talento geométrico e 
didático de Gaspard Monge (1746-1818). 


Filho mais velho de um modesto artesão, o talento de Monge para o de- 
senho e a geometria cedo chamou a atenção. Uma planta de Beaune (França), 
sua cidade natal, feita por ele com meios rudimentares, caiu nas mãos de um 
oficial de engenharia que tratou logo de conseguir-lhe autorização para assis- 
tir a alguns cursos na Escola Militar de Méziêres. E já em 1768 Monge era 
guindado a professor de matemática da própria escola, iniciando assim a mais 
brilhante carreira no ensino de geometria desde os tempos de Euclides. No- 
meado membro efetivo da Academia de Ciências em 1780, fixa-se em Paris, 
onde continua se dedicando ao ensino e à pesquisa. 


o14 


Apesar de suas múltiplas contribuições à matemática, o nome de Monge 
costuma estar mais associado a uma de suas criações: a geometria descriti- 
va, um método pelo qual se podem representar num plano curvas, superfícies 
e suas relações mútuas, mediante projeções ortogonais sobre um par de pla- 
nos perpendiculares entre si (na versão original). A geometria descritiva foi 
idealizada por Monge ainda em Méziêres para substituir os longos e penosos 
métodos aritméticos até então usados em projetos de fortificações. Dada a 
rivalidade entre as escolas militares, durante muito tempo foi segredo militar. 


Monge estava entre os primeiros professores da Escola Politécnica e Es- 
cola Normal, criadas durante a Revolução Francesa. E foi através de um curso 
dado por ele na primeira dessas escolas que a geometria analítica no espaço 
começou a tomar forma definida. O programa do curso envolvia, além desse 
assunto, elementos de geometria diferencial. O material desse curso serviu 
de subsídio para as Aplicações da análise à geometria (1809), sua obra mais 
conhecida. Nela, entre outras coisas, Monge empreende um estudo sistemá- 
tico da reta e do plano no espaço, sob o ponto de vista analítico, incluindo 
questões métricas como a fórmula da distância entre duas retas reversas. 


ROGER-VIOLLET/AFP 


Gaspard Monge (1746-1818). 


Ao irromper a Revolução Francesa, Monge, já então um cientista consa- 
grado, empolgou-se com as novas ideias. E teve participação ativa nos aconte- 
cimentos que se sucederam. Posteriormente ligou-se por amizade a Napoleão. 
Daí por que, com a Restauração, perdeu todos os seus cargos. Quando de sua 
morte, os alunos da Escola Politécnica não foram dispensados das aulas para 
acompanhar o seu enterro. Mas, na primeira folga, reuniram-se em torno de 
seu túmulo para o merecido preito final. 


[Md Em) 


ii p(2 as a 28) 


. E É d ] ai c(3, —2) e D(4, —3) ou 
o) B,E,G,H C(5, 0) e D(6, —1) 
d) C,E,F,G, K B(5, 0) e D(—-1, —2) 
e) E,F,H 6 
f) E, G,l “5 
gA,B,EL 
h) C,D, E, K 1 
triângulo isósceles obtusângulo (6, 1); (9, 4) e (12, 7) 
V13 D(—6, 1) 
5 V221 
2 
10 
C(0, 4) e D(1, 3) 
12 
1 A(—1, 0); B(3, 2)e &(—3, 4) 
cada: C(5, 4) 
x=2 A(2, 0) 
B(—1, 4) 
29 
PR A 0) C(1, —3) 
E E é] C(4, 3) ou €(—12, 3) 
2'2 Não, pois as diagonais não se cortam 
E (2 +al3 a+ Es Re mas 
2 , 2 Não. 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


37. 
38. 
39. 
41. 


k=12 
q = 10 
Demonstração 


m=—1 


.A=0,B 

E=0,F=-21,G=0,H=0 
Capítulo II 
51.2x+y+2=0 
52.3x+ 4y— 11 =0 
54.2x-2y-1=0 
55.ab—-2b —- 5a = 0 
56. 7q—-3p-0 
57. Demonstração 
59.x—-3y+4=0 
60. a) y 


84. 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


.a=3 oua=0 


.« Demonstração 
«mEeRma —15 
.P(1,3)e Q(-5, 5) 
.8x—y— 24 =0 


. B(-4,4) 

. B(8, 6) 

. 58 + 3/2 + 2413 
5 

E —3 < y << "3 


. paralelas distintas 


. paralelas e distintas ret,sev, tez 


coincidentes re z 
concorrentesres,reu,rev, set, 
seu,sez,teu,tevy,uev,uez, vez 


m=0> Zr 
m=2>r//s (distintas) 
meR*tmA2 =5rxs 
AmeEeRtar=s 


e 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


85. 


86. 
87. 


88. 
89. 


90. 


91. 


93. 


94. 


96. 


97. 
98. 


100. 
101. 
102. 
103. 
104. 


105. 


106. 


107. 


108. 


o18 


mede tos 
5 


mERm+É=rxs 
—9 ou 9 
Va,be Ra 10 >5>r1xs 


bEeR,b + Sea = 10=r//s (distintas) 


Edjed=E a r=s 
2 
A(5, 1) e B(1,3) 


uma família de retas concorrentes no 
ponto (3, —2) 


(1.5) 

tx+ 3y=0 
x+9 —2=0 
m=1oum= s 
Demonstração 
Demonstração 

a) sim, (0, 1) 
b) sim, m -— 
2x— Ty+c=0,cER 
tx+ty-—-3=0 

3x— 4y-—-11=0€e5x+6y-—-12=0 


Demonstração 


um feixe de retas paralelas 


x—3y-3=0 
8x + Dy+ 20 = 0 


109. 


110. 
111. 
114. 


paralelas e distintas 


Demonstração 


Capítulo III 


115. 


116. 


117. 


118. 
119. 
120. 
121. 


122. 


123. 


124. 
125. 
126. 
127. 
129. 


=], 
5 


3 


a > g0 


4x + by +17 =0 


x-tg0-y-—a-tg0=0 


a)x—y+6=0 
b)V3-x-y+8+3=0 
c)x—-3=0 

d) 12x — 5y + 1 =0 
eJy+1=0 

f) 3x—y —-8=0 


y—-2=m(x+83)oux+3=0 


3x— Ty + 5D8=0 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


130. ()3x— 2y — 7 =0 159.t:2x—- y— 7=0 
131. Q(7, 4) 161. A(O, 3); B(4, 0); C(1, —4); D(—-3, —1) 
132. B(2, —1); C(1, 1); D(—4, 6) 163.2x+y—-4=0 
133. duas retas paralelas 164.t:2ax— 2by+b(1 +m)-a(1—-m)=0 
134. Demonstração 165. (2x+y—-9=0ex—-2y+3=0)ou 
435.P = 7 x+2y-9=0€e2x—-y-3=0) 
136. 0 166. Demonstração 
137. nenhum 8 5), -E |) [+ a) 
E a) E 5/25 25)º0 55 
138. “2 b) Demonstração 
139. 4x + 6y—- 13 = 0 168. a) A(cos a, sen a), B(cos B, sen B) 
C(—cos «, sen a), D(cos B, —sen B) 
140.x+2y -4=0 a+B a+B 
b) cos *Xx— sen >: y — 
141. 4x + 5y=0 2 2 
442.x-3=0 -cos ÉS .cos(g+0)-0 
143.y-x-1=0 c) Demonstração 
144. 7x+ TyY-6=0 169. Demonstração 
145.2x+3y-13=0 170. 8 
146.3x—-y-1=0 171.4 
E Babo — aoby 
148. (8, —4) 172. ES 
150. P'(6, —1) 1 
8 4 173. 1º) 0 = arctg 8 
151. P 5 5 o 
2º) 0 = arctg — 
153. 3xX+2y+7=0 El 
3º) 6 = 30º 
154.9) 2x-39+2=0 4º) 6 = arctg 2 
») M(dé, 18) É 
13' 13 9 
à (2,18) 174.k=4 ou k=—% 
13' 13 37 mm 
dt 3x%x+2y-14=0 115. 5 6º17 
155.a)r:x+ 61+12=0 178. 19)x(2+V3)+y-2-V3=00u 
b)r'ix+ 6y— 12=0 xX2-3)+y-2+N3=0 
c)r'":6x—-y—- 33=0 


29)y—- 1=00u4x+3y-—-3=0 
157. H(9, 6) 3º) 3x 4 5=-0o0ux-—-3y-5=0 


y 
458. É 179. E + ae E 
o o 2 


= 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


181. 5x—- 4y-35=0 210.y = —-11 ou y = 13 
183.4x+3y-4=0,y-8=0, 212. C(10, —-8) ou C(-6, 8) 
4x+ Ty— 20=0 213.4 
ha DEMONStaiçao 214. C(-27, —28) ou C(-35, —44) 
185. Demonstração 25. M(-5. 1) Ei M(-&, 3) 
dai PES O btgo => x 
x-1 4 216. a) G(1, 2) b) Demonstração 
p 217. Demonstração 
Capítulo IV 
218. Demonstração 
187. (2,4) 
219. 3x+2y—- 10=0 ou 3x+2y+10=0 
fd 220.x+y—-2=0 
E) 
190. —— 221.9) x+2y-7=0 b)5 
(13 17 222. 
b) 2N10 (10 e)2 
5 
de 
5 
292 
193. 
194. 5 
“IVa2+b2 
197. P(-1 — 2/13; —1 — 4413) e 
p(-=1 + 2113; —1 + 4413) 


199.x—-y+2=00ux-—y-—-2=0 
200. 4x —-3y—-28=0 ou 4x-3y+12=0 


206. 24 
207. (AD)2x — y = O; área = 5 
208. 17 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


226. 1º caso 


2º caso 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


3º caso 228. 
y 


229. 
4º caso 


231. a reunião de dois semiplanos abertos 


5º caso 232. 1º caso 


297. 2º caso 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


3º caso 3º caso 


4º caso 


4º caso 


234. 


2º caso 


4 
235. 3 


237.8x+1=00U8y-7=0 
238. 8x+14y-57=0 ou 7x-4y+72=0 
240. 14x + 14y+1=0 

241.4y+1=0 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


243. (2N41 — 5/29) x — (5/41 + 4/29) y + 


+ (3N41 + 9/29) = 0 
n2 

244, 

245. (2, —1) 
14221 

TU 

Capítulo V 

248.9) x2+y2=1 
Bu TERg= 1P=1 
6) (= 28 + = 1A=4 

249.1) (x—- 32 +(y— 52 = 49 
29)x+y2=81 
3)(x+22+(y+12=25 
4) pera +y— 5P=1 

) 


250. (x—- 22 + (y 
251. (x+22+(y 


252. (x-32+(y+42=25 


253. 


254. (-2,1) 
255. centro O [a Sa) 
B2 + C2 — 4AD 
2A 
com B2 + C2 — 4AD > 0 


raio R = 


oo4 


256.x2+y2 + 3x— 5y 

257.(—-2, —4) 

258.2x+3y=0 

259. (4, —2) 

261.1)m =1 ek<41 
2)m =2 e k> -—144 


1 
e =4 == 
39)m e k 3 


262.a - 36,b = 0ec<5 
266. Im)=|n|£0 em? =4p 


2 
267. a = 2Nc, b qualquer e c = . 


268. (x-42+(y-32=1 ou 
(e 3 +ty=- 2-1 
270. interior 


271. 1º) exterior; 
2º) interior; 
3º) interior. 


273. 1º) 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


4º) 


278. o plano todo 
279. 


280. k = 242 
281. a) k=-4 


14 
282. E) 
284. tangente 


285. a) secantes 


nfez 0:88) 


286. P(-3, 0) 
287. P(1, -5) e Q(-3,1) 

288. -2<k<8 

290.c>5/2-1 0uc<-5/2-1 


291. 12x — by + c = O em que 
c<-39 ouc>39 


292.y = -5B ou y =3 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


293.2x-y-5=0 -“6+NV21 
! a)y-5=LE (45) 
294. (x-12+(y-22=9 
4)3x—-4y+11=0 oux+1=0 
296. 6/2 
314. xx + yoy — 2 =0 
297. 442 su es 
a A | 
298. 128 e 32 315. a) As Fal ra 2) e B(0, 0) 
299. A(2, 1), B(4, —3), D(2, —3) ou D(4, 1) 316.3x—-4y-3=0e3x+4y-35=0 
300. 3 317.x—-2y+10=0ex+2y-2=0 
302. 1º) secantes 318. 15x—8y+9=00ux-1=0 
2º) concêntricas 
— + 
3º) exteriores 319. m< SA > Sit 
4º) tangentes exteriormente 
5º) tangentes interiormente 320.x = O ou y = mx, onde 
—8 — 19 
304. (-1,0) e (1,2) ne aU 
305. 2/2 DES SO ao qumiDO 
3 4 
306. (x - 22 + (y + 1)2 = (4/2 — V13) ou 
(x 232 (y 1)2 o (42 | 13) 3214. a=-—14 
307. P(-2, 3) 322.2x —-9y = 0 ou 9x — 2y = 0 
323.3x+ 4y —-10=0 oux—2=0 
Capítulo VI 324.2x—-y+2=0e 
cas. 392 53 
308. 19)x +y+3/2=0 x+%0) *|Y— 40) = 10 
2)2x-y+2/10-2=0 ou ou 
2x—-y— 2410 —-2=0 2x—-y+2=0€e 
3)3x+4y+19=0 ou (+ 50) + 10) = 5 
3%+4y-31=0 10 10/ 10 
309.x-y+4/2+1=0€ 325. 3x —2y -13=0 
x-y—-42+1=0 326. 25 
310.x—-y=0 oux—y—-4=0 327.3x— 4y —-40=0 ou 3x+4y — 40 = 0 
311. 1)3x—-y+4+6/10=0 328. C(-1, -1) e r=2 
2)2x+y+1+5/5=0 329. x +42 +(y+12=25 
e 330. (x+ 72 +(y+ 72 = 16 ou 
5x- 39+7/34= 0 á ê 
x Sa e 16 
312.2x- y+6/5=0 A Ri E: 
313. 1)3x—-4y+50=0 331. (x- 12+(y-12=41 ou 
2º) 5x— 12y+ 147 =0 KX=3P+y+3P=9 
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332. 


333. 


334. 
335. 


336. 


337. 


338. 
339. 
340. 


341. 


342. 


3483. 


344. 


345. 


346. 


347. 


9 
—9p4+y2 = 
(x Rd 13 


(x-82+(y- 92 =25 ou 
(x-2P+(y-12=25 


R2=8 

(x-22+(y+22=8 ou 
(x + 142 + (y + 22 = 200 
x+32+(y+32=9 ou 


a) s:3x+ 4y—- 11 =0 
b)ti3x+ 4y+39=0 
c) (x- 62 +(y+8)2 = 25 ou 


pedfefred] to 


(x+82+(y- 62 = 16 ou 

x+82+ (y- 62 = 256 

Botas 

x+5 yY-3 ou 
Sds 

a = Vs 

x- 52+(y- 122 = 25 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


2 
348. [e - o) += 


8 64 


349. centros E pa 


contatos sa oa E 
5' 5 


350. x2 + (y + 172 = 320 


351. Demonstração 


Capítulo VII 


25 9 
+92, (y— 14 
25 169 
(4,0) e F(4,0) 
(-12,0) e Fx(12,0) 
(0, —4) e F(0, 4) 
( 
( 
= 


358. a) 
) 


, 


0) e F18,0) 
7) e F(10, 7) 
9,2) e F(-9, 26) 


PO is) sa 
354. 5 1 


355. —>——— + 


356.x2 +4y2 =4 


357.2c = 16; e -. 


PE fd A] 


=1 


358. x2 + = =S-x2 


ado 
Es 
3 
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+3y=1 


EA 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


359. (4,0) e (-4,0) 373. Fi(-4,0);x=4 
360. Fi(0, —12) 374. F(6, 5): V(3, 5) 
Fo(O, 12 1 


375. y+> = 


) y 
fe 376. a) 
b) xX2=8y 
ii c) 2 =-—12y 
d) (y—-42=4(x— 4) 
) 


( 
x«—72=8(y—5) 
( 


361. Fy(-1,2) e FT, 2) f xX-22=-12y-3) 
362.C(2,3,a =4,b=2 377.V(-1, 2) 
363. F(-5, 2) e F(11, 2) 378.2x2 - 3x =3y 
2 = 2 379. (y-12 =8(x—-2 
364. 556 7 e Es é: O 
380.x2= —6y+9 
365. 36 
381. 32 
x yo 2 
ad di Ta 382.2 +4y=0 
inss 383.3x%-y-6=0 
9 27 
K-42 y 384. V(2, —5) 
[o == 4 
) 1 15 393. a) elipse;a =5;b = 3; C(2, —1) 
a) E E dio b) parábola; p = 2; V(1, 3); F(2, 3) 
4 12 c) hipérbole; a = 5; b = 2; C(-3, 2) 
367. 2c = 10 d) parábola; p = 6; V(2, —3); F(2, 0) 


e) elipse;a = 17;b =8; C(—-1,4) 
368. e = pics 
= 394. elipse;a = 3; b = 5 
centro: (—3, 3); 
eixo maior vertical; 
Fu(-3, 5); F-3, de =. 


369. Não são coincidentes. 


396.S = ((1,1), (1, —1)) 
397. Duas; (0,0) e (1,1) 


(45 27 o 
398. Duas; (o do) e (1,5) 
O aaa 399. Quatro; (2N2, 1), (2N2, —1), 
q (-2v2, 1), (-2v2, -1) 
371. F(-2, 2); (6, 2) is e BESNNEs 
372. 16x2 + 25y2 = 625 SCE a O CR a 
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401. 


402. 
4083. 


404. 


405. 
406. 
407. 


408. 


412. 


413. 


416. 


417. 


418. 


419. 


420. 


421. 


422. 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


3017 b) f 
17 
V2 
—V5<m<v5 a b X 
1 
m<> — b+a 
2 Cc) x= 2 
1 
(0, c) Capítulo VIII 
AEDI) 424. 2c-ax+2d-b)y+(a2+b2-c2-d)=0 
b) y =x 
425. 2x +2by +(ctc)=0 
343 
= 426.y2 = 4x2 >» y=+2x 
x-y+4=0€ T(1,5) 427. (ox — 10y + 19)/(11x — 2y + 13) = 0 
3 428. 9x2 + 16y2 + 24xy — 16x + 12y —- 4=0 
3x yt>-=0 
xX+y2+6y-9=0,sey<0 
480." + 
"3 x +yº—-6y—-9=0,sey=0 
yY=+[>X 
2 3x2 + 3y2 — 30x — 10/3y = 0, sey > 0 
431.125 09 
5 3x2 + 3y2 — 30x + 10V3y = 0, sey <0 
YE X+2 
2 432.x+y+1=0 
DE apo = E 
y=+12 6-3) 433.x2 + 4x —2y=0 
435. (x +yl(x—y —2)=0 
3 
ESA 436. x2 +y2 + (d — 2yo)y + yolyo — d) = 0 
y=2 437.2x2+2y2 —-9xX +9=0 
(o ab ab 439.4x2+y2+4x—-2y-7=0 
Va? + bp?! Va? + b? 440.X2 +y2=5 
cab cab 441. -x+y+1=0,0<x<1e-1<y<o0 
Neca "Vasp? 
442. elipse: x? + 4y? = 4a? 
—ab ab 
Ea 'la2 + =) 443.x2 +y2 =p 
Es ab —ab ] 444.xy =2 
PR Var pe 445.X2-272+4y-4-0 
à) Sua, = | Pata =) = 
ABX E) 446. pontos da hipérbole rh = =>— 
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=Es| 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


a (x-R2+(y-VR2-1)2=R? 
ba2-b2=1 
x2+(y-22=4 


« Demonstração 


« Demonstração 


453. 


454. 


455. 
456. 
457. 
458. 


459. 


Demonstração 


a) b) a c) O 


se 
4 
m = —12+2/34 
hipérbole 

reunião de duas retas 


se-4<m<4, elipse; 
sem>4oum< -—4, hipérbole; 
sem =4oum=-4, duas retas. 


elipse 


[E 


460. 
461. 
462. 
463. 
464. 
465. 
466. 
467. 


468. 
469. 


470. 
471. 


parábola 

m<-—4 

duas retas perpendiculares 

duas retas paralelas ao eixo Oy 
duas retas paralelas 

duas retas concorrentes na origem 
duas retas concorrentes na origem 


a reta b;,3, OU seja, bissetriz dos qua- 
drantes ímpares 


lal>1 


uma reta que contém todos os pontos 
deanB 


o conjunto vazio 


o ponto P(1, 3) 


Apêndice 


474. 
475. 
476. 
477. 
478. 


Demonstração 
Demonstração 
Demonstração 
Demonstração 


Demonstração 
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(UFF-RJ) A palavra “perímetro” vem da combinação de dois elementos gregos: o primeiro, 
peri, significa “em torno de”, e o segundo, metron, significa “medida”. 


O perímetro do trapézio cujos vértices têm coordenadas (—1, 0), (9, 0), (8,5) e (1, 5) é: 


a) 10 + (29 + 26 c) 22 + V26 e) 17 + V29 + 26 
b) 16 + V29 + V26 d) 17 + 2126 


(UF-ES) João saiu de um ponto A, andou 5 m para leste, 3 m para o norte, 1 m para oeste 
e 5 m para o sul, chegando a um ponto B. A distância, em metros, entre os pontos A e B é: 


a) 2V5 c) 345 e) 445 
b) 3/3 d) 443 


(UF-PR) Durante um passeio, uma pessoa fez o seguinte trajeto: partindo de um certo 
ponto, caminhou 3 km no sentido norte, em seguida 4 km para o oeste, depois 1 km no 
sentido norte novamente, e então caminhou 2 km no sentido oeste. Após esse percurso, 
a que distância a pessoa se encontra do ponto de onde iniciou o trajeto? 


(Mackenzie-SP) Em relação a um sistema cartesiano ortogonal, com os eixos graduados 
em quilômetros, uma lancha sai do ponto (—6, —4), navega 7 km para leste, 6 km para o 
norte e 3 km para oeste, encontrando um porto. Depois continua a navegação, indo 3 km 
para norte e 4 km para leste, encontrando um outro porto. A distância, em quilômetros, 
entre os portos é: 


a)7 c) 243 e)5 
b) 3/5 a) NT 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


5. (PUC-SP) Dois navios navegavam pelo Oceano Atlântico, supostamente plano: x, à veloci- 
dade constante de 16 milhas por hora, e y à velocidade constante de 12 milhas por hora. 
Sabe-se que às 15 horas de certo dia y estava exatamente 72 milhas ao sul de x e que, 
a partir de então, y navegou em linha reta para o leste, enquanto que x navegou em linha 
reta para o sul, cada qual mantendo suas respectivas velocidades. Nessas condições, às 
17 horas e 15 minutos do mesmo dia, a distância entre x e y, em milhas, era: 


a) 45 b) 48 c) 50 d) 55 e) 58 


6. (Unesp-SP) Em um experimento sobre orientação e navegação de pombos, considerou-se 
o pombal como a origem O de um sistema de coordenadas cartesianas e os eixos orien- 
tados Sul-Norte (SN) e Oeste-Leste (WL). Algumas aves foram libertadas num ponto P que 
fica 52 km ao leste do eixo SN e a 30 km ao sul do eixo WL. O ângulo azimutal de P é o 
ângulo, em graus, medido no sentido horário a partir da semirreta ON até a semirreta OP. 
No experimento descrito, a distância do pombal até o ponto de liberação das aves, em 
km, e o ângulo azimutal, em graus, desse ponto são, respectivamente: 


Dado: "3604 = 60 


W 3 L 
S 
a) 42,5 e 30 c) 60 e 30 e) 60 e 150 
b) 42,5 e 120 d) 60 e 120 


7. (Enem-MEC) A figura a seguir é a representação de uma região por meio de curvas de 
nível, que são curvas fechadas representando a altitude da região, com relação ao nível 
do mar. As coordenadas estão expressas em graus de acordo com a longitude, no eixo 
horizontal, e a latitude, no eixo vertical. A escala em tons de cinza desenhada à direita 
está associada à altitude da região. 


70,0 []s00m & 
= 
E” []700m 3 
[]600m 
60,6 [500 m 
400 m 
60,4 a 
[300 m 
60,2 E200m 


20,0 20,2 204 20,6 20,8 21,0 21,2 
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Um pequeno helicóptero usado para reconhecimento sobrevoa a região a partir do ponto 
x = (20; 60). O helicóptero segue o percurso: 


0,8ºL 5 0,5ºN 50,2º050,1º550,4ºN 50,3ºL 
Ao final, desce verticalmente até pousar no solo. 


De acordo com as orientações, o helicóptero pousou em um local cuja altitude é: 
a) menor ou igual a 200 m 
b) maior que 200 m e menor ou igual a 400 m 


) 

c) maior que 400 m e menor ou igual a 600 m 

d) maior que 600 m e menor ou igual a 800 m 
) 


e) maior que 800 m 


« (UFF-RJ) O sistema de posicionamento global (GPS) funciona utilizando-se uma rede de 


satélites distribuídos em torno da Terra. Ao receber os sinais dos satélites, o aparelho 
receptor GPS calcula sua posição P = (a, b, c) com relação a um certo sistema ortogonal 
de coordenadas cartesianas em Rº e depois converte essas coordenadas cartesianas 
para coordenadas geográficas: latitude &, longitude À e elevação p. Sea > 0,b>0€e 
c>0, então & é o ângulo entre os vetores (a, b, c) e (a, b, 0), À é o ângulo entre os veto- 
res (a, b,0) e (a, 0, 0) e p é a distância da origem do sistema de coordenadas ao ponto 
P, conforme a figura ao lado: 


Paraa>0,b>0€ec> 0, assinale a alternativa corrreta. 


a)a=p-cos(db)-cos(A),b=p-sen(db)-cos(A), c=p- 
b)a=p-sen(db)-cos(A),b=p-sen(db)- sen(h), c=p- 
c)a=p-cos(db)-sen(A),b=p-cos (db)-cos(A), c=p- 
d)a=p-sen(db)-sen(A),b=p-sen(db)-cos(h), c=p- 
e)a=p-cos(db)-cos(A),b=p-cos (db)- sen(h), c=p- 

- (UF-RS) Observe a figura abaixo, onde o ponto inicial da poligonal representada é a ori- 


I 


gem do sistema de coordenadas. Os comprimentos dos lados dessa poligonal formam a 
sequência 1,1,2,2,3,3,4,4,5,5. 


Pg Pro 
Considerando-se que a poligonal continue evoluindo de acordo com o padrão acima repre- 
sentado, o primeiro ponto do 50º lado é: 


a) (—-13, —13) c) (12, —12) e) (13, —13) 
b) (—13, 13) d) (13, —12) 
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10. (UE-CE) Animações gráficas computacionais usam matrizes para produzir os movimentos 
de objetos. Rotações são realizadas pelas multiplicações por matrizes ortogonais; e 
translações, por somas de vetores. Por exemplo, para girar um ponto de coordenadas 
(x, y) cerca de 53,13º em torno da origem, no sentido anti-horário, e em seguida transla- 
dá-lo por um vetor (5, 1) basta efetuarmos as seguintes operações: 


|» ujw 
tw 
"1 
<o x 
E————] 
fel 
Ra 
LS 


A figura abaixo mostra a rotação e a translação descritas acima aplicadas na imagem de 
um rosto. Observe que o ponto (10, 5) é transformado no ponto (7, 12). 


(7,12) 


Rm DV 


N 


(10, 5) 


(o) 
(o) 


2 


( 


Considere que o animador gráfico necessita colocar nessa animação a figura de uma 
abelha que, após a rotação e a translação, apareça no ponto (16, 10). Para isso, o ani- 
mador precisa saber onde deveria se situar a abelha antes da transformação, para que 
ela, ao fim, se localize no ponto (16, 10). 


Com base nessas informações, é correto afirmar que o ponto que será transformado em 


(16, 10) é: 
a) (13,8, —3,4) c) (10,5, — 7,5) e) (23,6, —5,4) 
b) (8,2, —4,3) d) (20,4, —2,6) 


11. (UF-BA) Considerando-se a matriz M = d 


O —1 > a 
, sendo k um número real, é correto 
afirmar: 


1 0 
(01) M é uma matriz simétrica, para qualquer k. 


(02) M é uma matriz inversível se e somente se k O e, nesse caso, M 1 = alo 5 


(04) Para algum valor de k, M é a matriz identidade de ordem 2. 


(08) Identificando-se um ponto genérico (x, y) do plano cartesiano com a matriz-linha (xy) 
deordem1i x2,sek=1e(x,y) (0, 0), então os pontos identificados por (0, 0), 
(xy) e (xy)M são vértices de um triângulo retângulo isósceles. 

(16) Dados dois números reais a e b, se k + O, então o sistema de equações Mx) = (2) 
tem uma única solução x = 2 y= E 
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12. (Unesp-SP) Sejam P = (a,b), Q = (1,3)e R = (—1, —1) pontos do plano. Seja a + b = 7, 


determine P de modo que P, Q e R sejam colineares. 


Equação da reta 


13. (FGV-SP) No plano cartesiano, M (3,3), N(7,3) e P (4, 0) são os pontos médios respec- 


14. 


15. 


16. 


7 


tivamente dos lados AB, BC e AC de um triângulo ABC. A abscissa do vértice C é: 
a) 6 b) 7 c) 8 d) 9 e) 0 


(FGV-SP) O gráfico de uma função polinomial do primeiro grau passa 
pelos pontos de coordenadas (x, y) dados ao lado: 


Podemos concluir que o valor de k + m é: 
a) 15,5 

b) 16,5 
c) 17,5 
d) 18,5 
e) 19,5 


(UF-RJ) Um ponto P desloca-se sobre uma reta numerada, e sua posição (em metros) em 
relação à origem é dada, em função do tempo t (em segundos), por P(t) = 2(1 — + &. 


ne ql 
= Pg 


a) Determine a posição do ponto P no instante inicial (t = 0). 
b) Determine a medida do segmento de reta correspondente ao conjunto dos pontos 


obtidos pela variação de t no intervalo o, 5 


(UF-PA) Em um jornal de circulação nacional foi publicada uma pesquisa, realizada no Bra- 
sil, com os percentuais, em função do ano, de famílias compostas por pai, mãe e filhos, 
chamadas famílias nucleares, e de famílias resultantes de processos de separação ou 
divórcio, chamadas novas famílias. Sabendo-se que os gráficos abaixo representam, a 
partir de 1987, a variação percentual desses dois tipos de família, com suas respectivas 
projeções para anos futuros é correto afirmar: 


2006 
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17. 


18. 


a) No ano 2030, o número de novas famílias será igual ao de famílias nucleares. 
b) No ano 2030, o número de novas famílias será menor do que o de famílias nucleares. 


) 
) 
c) No ano 2030, o número de novas famílias será maior do que o de famílias nucleares. 
d) No ano de 2015, o número de novas famílias será igual ao de famílias nucleares. 

) 


e) No ano 2012, o número de famílias nucleares será menor do que a de novas famílias. 


(UFF-RJ) A adição do biodiesel ao óleo diesel promove pequenas modificações nas pro- 
priedades do combustível as quais, apesar de causarem redução na quantidade de ener- 
gia fornecida ao motor, promovem um aumento na eficiência com que esta energia é 
convertida em potência de saída. 


O gráfico a seguir, representado por um segmento de reta que une o ponto (30, —8) à ori- 
gem (0, 0), apresenta a variação V da energia fornecida ao motor com relação ao padrão 
diesel (em %) como função da proporção P de adição de biodiesel na mistura (em %). 


V (em %) 


30 


P (em %) 


Fonte: Adaptado de Scientific American, Ano 5, nº 53, out. 2006. 
Assinale a única opção correta: 
a) V(22) = [V(2)]2 c) V(8) = 4V(2) e) V(8) = V(2) - M(4) 
b) V(2) > V(8) ag SÊ = — 


(UFF-RJ) Embora não compreendam plenamente as bases físicas da vida, os cientistas 
são capazes de fazer previsões surpreendentes. Freemen J. Dyson, por exemplo, con- 
cluiu que a vida eterna é de fato possível. Afirma que, no entanto, para que tal fato se 
concretize o organismo inteligente precisaria reduzir a sua temperatura interna e a sua 
velocidade de processamento de informações. Considerando-se v a velocidade cognitiva 
(em pensamento por segundo) e T a temperatura do organismo (em graus Kelvin), Dyson 
explicitou a relação entre as variáveis x = logio Te y = logio V por meio do gráfico abaixo: 


B=(-15,-17)------ 


Fonte: Adaptado de O Destino da Vida, Scientific American Brasil, nº 19, dez. 2003. 
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Sabendo-se que o gráfico da figura está contido em uma reta que passa pelos pontos 


A = (3 0) eB=(—15, —17), assinale a alternativa que contém a equação que descreve 


2' 
a relação entre x e y. 
yy = 28 - jy= 28, - 17 e É 
35" 7 35" "5 RT 
sd O -3, 0 17 
b)y =x > d) y = > x 5 
(UF-PR) Na figura abaixo estão representados, em um sistema cartesiano de coordena- 


das, um quadrado cinza de área 4 unidades, um quadrado hachurado de área 9 unidades 
e a reta r que passa por um vértice de cada quadrado. Nessas condições, a equação da 
reta r é: 


a)x— 2y= —4 c)2x+ 3y=—1 e)2x-—-y=83 
b) 4x — 9y = 0 d)x+y=3 
(FEI-SP) Num sistema cartesiano ortogonal (O, x, y), a reta que passa pelos pontos 


A=(3,5)e B = (9, 2) intercepta o eixo x no ponto de abscissa igual a: 


é) =13 b) + 


-18 


c) O d) 13 is 


(UF-RN) A cada equação do tipo ax + by = c, coma, be c reais, sendo a ou b não nulos, 
corresponde uma única reta no plano xy. 


ax+ by = c od ; p E 

1 Y=% com a; b; € c;, nas condições acima, tiver uma única so- 
aoX “Ir boy == 0) 
lução, as respectivas retas: 


Se o sistema | 


a) se interceptarão em um só ponto. c) não se interceptarão. 
b) se interceptarão em dois pontos. d) serão coincidentes. 
(PUC-RJ) Quais os vértices do triângulo cujos lados são as retasx +y =0,y=xey=3? 


a) (2,2),(2, —-2)e (3,3) c) (3,3), (0,0) e (—-3, 3) e) (0,0),(3,3) e (3,0) 
b) (1, 1),(2,2)e (3, —3) 0) (3,3) (—1, —1) 6 (2, 2) 
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23. 


24. 


25. 


26. 


ls 


(UE-RJ) Em uma folha de fórmica retangular ABCD, com 15 dm de comprimento AB por 
10 dm de largura AD, um marceneiro traça dois segmentos de reta, AE e BD. No ponto 
F, onde o marceneiro pretende fixar um prego, ocorre a interseção desses segmentos. 


A figura abaixo representa a folha de fórmica no primeiro quadrante de um sistema de 
eixos coordenados. 
y (dm) 


D 


A B x (dm) 


Considerando a medida do segmento EC igual a 5 dm, determine as coordenadas do 
ponto F. 


(Mackenzie-SP) As retas y >, y - e x = O definem um triângulo, cuja raiz quadrada 
da área é: 

3 (2 E) 3 3 
a 6 Ea “a Ed 


(Mackenzie-SP) Os gráficos dey = x + 2e x + y = 6 definem, com os eixos, no primeiro 
quadrante, um quadrilátero de área: 


a) 12 b) 16 c) 10 d) 8 e) 14 


(ITA-SP) A área do quadrilátero definido pelos eixos coordenados easretasr:x — 3y +3 = 0 
es:3x+y-— 21 = O, em unidades de área, é igual a: 


a) -— b) 10 c) — d) o) — 


(UF-RJ) Os lados do quadrilátero da figura abaixo são segmentos das retas y = x + 2, 
y=-x—2,y=-2X+2ey=2x-—2. 
y 


A área desse quadrilátero é: 
a) 18 b) 19 c) 20 d) 21 e) 22 
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(PUC-RJ) Considere o triângulo de vértices (0, 0), (3, 0) e (0, 7). Alguns pontos de coorde- 
nadas inteiras estão nos lados do triângulo como, por exemplo, (2, 0); alguns estão no 
interior como, por exemplo, o ponto (1, 1). Quantos pontos de coordenadas inteiras estão 
no interior do triângulo? 


a) 6 b) 7 c) 10 d) 12 e) 21 


(UE-CE) As funções do primeiro grau f(x) = mx + ne g(x) = px + q são funções de R em 
R tais que o gráfico de f passa pela origem do sistema de coordenadas e intercepta o 
gráfico de g no ponto de abscissa igual a 3. Se o gráfico de g intercepta os eixos x e y, 
respectivamente, nos pontos (7, 0) e (O, 5), então o valor de m + n + p + q é um número 
localizado entre: 


a) 5,20 e 5,25 b) 5,25 e 5,30 c) 5,30 e 5,35 d) 5,35 e 5,40 


(UF-PR) Sabe-se que a reta r passa pelos pontos À = (-2,0)e P = (0,1)e quearetas é 
paralela ao eixo das ordenadas e passa pelo ponto Q = (4, 2). Se Bé o ponto em que a 
reta s intercepta o eixo das abscissas e C é o ponto de interseção das retas re s, então 
o perímetro do triângulo ABC é: 


a) 3(3 + 5) c) 5(3 + 5) e) 5(5 + 3) 
b) 3(5 + 3) d) 3(3 + 3) 
(Enem-MEC) Um bairro de uma cidade foi planejado em uma região plana, com ruas para- 


lelas e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo tamanho. No plano de coordena- 
das cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se no segundo quadrante, e as distâncias 
nos eixos são dadas em quilômetros. 


A reta de equação y = x + 4 representa o planejamento do percurso da linha do metrô 
subterrâneo que atravessará o bairro e outras regiões da cidade. No ponto P = (—5, 5), 
localiza-se um hospital público. A comunidade solicitou ao comitê de planejamento que 
fosse prevista uma estação do metrô de modo que sua distância ao hospital, medida em 
linha reta, não fosse maior que 5 km. 


Atendendo ao pedido da comunidade, o comitê argumentou corretamente que isso seria 
automaticamente satisfeito, pois já estava prevista a construção de uma estação no ponto: 


a) (—-5, 0) b) (—3, 1) c) (—-2, 1) d) (0, 4) e) (2,6) 
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32. 


33. 


34. 


(Unesp-SP) Num sistema cartesiano ortogonal Oxy, considere o triângulo ABC de vértices 
A=(3,5), B=(1,1)eC=(5,-9)e seja M o ponto médio do lado AB. A equação da 
reta suporte da mediana CM é: 

a) 2x+y—-1=0 c) 4x +2y —-2=0 e)2x—y— 19 = 0 
b)5x+2y—-7=0 d) 4x +y— 11 =0 


(UF-MG) Os pontos A = (0,3), B = (4,0) e C = (a, b) são vértices de um triângulo equi- 
látero no plano cartesiano. 


Considerando-se essa situação, é correto afirmar que: 


= Ed Sa Baco 
ab=a b)b=3a 6 c) b 39+83 d) b a > 


(PUC-RS) Para completar a viagem, nosso amigo foi para a Grécia conhecer um pouco 
mais do famoso Tales de Mileto. Foi-lhe proposto o seguinte problema: 

Duas retas de equações y = xe y = 2x — 4 são inter- 
ceptadas por duas transversais paralelas, conforme 
a figura. O valor de c é: 


a) 445 d) RE 
b) 245 e) 126 
o) 5 


35. (UF-GO) Duas empresas A e B comercializam o mesmo produto. A relação entre o patri- 


mônio (y) e o tempo de atividade em anos (x) de cada empresa é representada, respec- 
tivamente, por: 

A:x—2y+6=0€eB:x-—-3y+15=0 

Considerando essas relações, o patrimônio da empresa A será superior ao patrimônio da 
empresa B a partir de quantos anos? 


a) 3 b) 5 c) 9 d) 12 e) 15 


36. (UF-MT) No gráfico abaixo, o ponto A tem coordenada (3, 0), os pontos Be C estão, respec- 


tivamente, sobre a retay = 2ey = 4€e o ponto A pertence à reta que passa por Be C. 
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A partir dessas informações, pode-se afirmar que as coordenadas dos pontos Be c, 
tais que a soma dos quadrados das medidas dos segmentos OB e BC seja mínima, são, 


respectivamente: 
a) [-S, 2) e(-1,4) c) (-. 2) e (0,4) e)(1,2)e(-—1,4) 
b) (E. 2) e (0,4) d) (2,2)e (1,4) 


37. (UF-BA) Considerem-se em um sistema de coordenadas cartesianas — tendo o metro 
como unidade de medida para os eixos O, e O, — duas partículas P, e Ps. 


Sabendo que, no instante t = O, a partícula P, parte da origem, na direção positiva do 
eixo O,, com velocidade constante de 2 m/s, e a partícula P, parte do ponto (10, 0) em 
direção à origem dos eixos com velocidade constante de 1 m/s, escreva uma equação da 
reta que passa pelos pontos que determinam a posição das duas partículas no instante 
em que o quadrado da distância entre elas é mínimo. 


38. (UF-GO) Considere no plano cartesiano duas retas, re s, cujas equações são, respectiva- 
mente, dadas pory = x — De y = 2x + 12. Encontre a equação da reta que passa pelo 
ponto P(1, 3) eintersecta re s nos pontos Ae B, com A E re BE s, de modo que o ponto 
P seja o ponto médio do segmento AB. 


39. (UF-GO) No plano cartesiano, as retas res, deequações 2x —3y +3=0ex+3y-1=0, 
respectivamente, se intersectam em um ponto C. Considerando o ponto P(O, —4), deter- 
mine as coordenadas de dois pontos, AE re BE s, de modo que o segmento CP seja 
uma mediana do triângulo ABC. 


40. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, a reta r tem equação y = 2N2x + 1 no plano cartesiano Oy 
Além disso, os pontos Bo, B4, B5, Bs estão na reta r, sendo Bo = (0, 1). Os pontos As, As, 
Ao, As estão no eixo O,, com Ag = O = (0, 0). O ponto D; pertence ao segmento AB, para 
1=<i< 3. Os segmentos A,B,, A5B5, AsBs são paralelos ao eixo Oy, os segmentos BoD,, 
BiDo, B,Ds são paralelos ao eixo O,, e a distância entre Be B, + 1 é igual a 9, para 
O<i<a2. 


Nessas condições: 
a) Determine as abscissas de Aí, As, As. 


b) Sendo R; o retângulo de base A; A; , 4 e altura 
A; + 1D;« 4, para 0 <i< 2, calcule a soma das 
áreas dos retângulos Ro, R, e Rs. 
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41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


(Unifesp-SP) Dadas as retas: 1: Dx — 12y = 42, s: bx + 16y = 56 et: Dx+ 20y = m, 
o valor de m para que as três retas sejam concorrentes num mesmo ponto é: 
a) 14 b) 28 c) 36 d) 48 e) 58 


(UE-CE) Para valores reais de k, as equações (k — 4)x + 5y — 5k = O representam no 
plano cartesiano uma família de retas que passam pelo ponto fixo P(m, n). O valor de 
m+né: 

a) 9 b) 11 c) 13 d) 14 


(FGV-SP) A quantidade mensal vendida x de um produto relaciona-se com seu preço de 
venda p por meio da equação: p = 100 — 0,02x. A receita mensal será maior ou igual a 
80000, se e somente se: 


a) 3000 = x = 6000 c) 2000 = x « 5000 e) 1000 = x = 4000 
b) x = 2500 d) x = 3500 


(FGV-SP) Dionísio possui R$ 600,00, que é o máximo que pode gastar consumindo dois 
produtos A e B em quantidades x e y respectivamente. 


O preço por unidade de A é R$ 20,00 e o de B é R$ 30,00. Admite-se que as quanti- 
dades x e y sejam representadas por números reais não negativos e sabe-se que ele 
pretende gastar no máximo R$ 300,00 com o produto A. Nessas condições, o conjunto 
dos pares (x, y) possíveis, representados no plano cartesiano, determinam uma região 
cuja área é: 

a) 195 b) 205 6) 215 d) 225 e) 235 


(UE-GO) Em uma chácara há um pasto que é utilizado para criar vacas e bezerros. Esse 
pasto tem área de dois hectares, sendo que cada um corresponde a um quadrado de 100 
metros de lado. Observações técnicas indicam que cada vaca deverá ocupar uma área 
de, no mínimo, 1000 m2 e cada bezerro de, no mínimo, 400 m2. 

a) De acordo com as observações técnicas, esse pasto comportará 15 vacas e 15 bezer- 
ros? Justifique sua resposta. 

b) Represente algébrica e graficamente as condições dessa situação, respeitando as 
observações técnicas. 


(UE-CE) Sobre o conjunto M dos pontos de interseção dos gráficos das funções definidas 
por f(x) = |2* — 4) e g(x) = x + 1 é possível afirmar, corretamente, que M: 


a) é o único conjunto vazio. c) possui dois elementos. 


b) é um conjunto unitário. d) possui três elementos. 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


47. (FGV-SP) O polígono do plano cartesiano determinado pela relação |3x| + |4y| = 12 tem 
área igual a: 
a) 6 b) 12 c) 16 d) 24 e) 25 


48. (FGV-SP) 


2004 


2005 


0,790 


0,792 


Fonte: (Programa Nacional das Nações Unidas para o Desenvolvimento — PNUD) 


Ajustando um modelo linear afim aos dados tabelados do IDH brasileiro, de acordo com 
esse modelo, uma vez atingido o nível alto de desenvolvimento humano, o Brasil só igua- 
lará o IDH atual da Argentina (0,863) após: 


a) 35,5 anos c) 33, 5 anos e) 31,5 anos 
b) 34,5 anos d) 32,5 anos 
49. (FGV-SP) 


a) Calcule a área do losango ABCD cujos vértices são os afixos dos números complexos: 
3,6i, -3 e —6i, respectivamente. 


b) Quais são as coordenadas dos vértices do losango A'B'C'D' que se obtém girando 90º 
o losango ABCD, em torno da origem do plano cartesiano, no sentido anti-horário? 


c) Por qual número devemos multiplicar o número complexo cujo afixo é o ponto B para 
obter o número complexo cujo afixo é o ponto B'? 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar oas 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


50. (FGV-SP) No plano cartesiano, os pontos (x, y) que satisfazem a equação |x| + Iy| = 2 
determinam um polígono cujo perímetro é: 


a) 242 b)4 + 242 o) 442 d) 8 + 442 e) 8/2 
51. (Unifesp-SP) 
a) Num sistema cartesiano ortogonal, considere as retas de equações r: y = ra es:y= — 


e o ponto M(2, 1). 


Determine as coordenadas do ponto A, de r, e do ponto B, de s, tais que M seja o ponto 
médio do segmento de reta AB. 

b) Considere, agora no plano euclidiano desprovido de um sistema de coordenadas, as 
retas re se os pontos O, Me P, conforme a figura, 


com M o ponto médio do segmento OP. A partir de P, determine os pontos A, de r, e B, de 
s, tais que M seja o ponto médio do segmento de reta AB. 


52. (UF-RJ) Uma partícula parte do ponto A(2, 0), movimentando-se para cima (C) ou para 
a direita (D), com velocidade de uma unidade de comprimento por segundo no plano 
cartesiano. 


O gráfico ao lado exemplifica uma trajetória dessa 
partícula, durante 11 segundos, que pode ser descri- 
ta pela sequência de movimentos CDCDCCDDDCC. 
Admita que a partícula faça outra trajetória composta 
somente pela sequência de movimentos CDD, que 
se repete durante 5 minutos, partindo de A. 
Determine a equação da reta que passa pela origem 
O(O, O) e pelo último ponto dessa nova trajetória. 
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Teoria angular 


53. (FEI-SP) A figura representa a reta r que intercepta o eixo y no ponto P = (0, 3), formando 
com esse eixo um ângulo de 30º. 


A equação de r é dada por: 


ay=V3x+3 o)Jy=-V3+3 gy=IBx+a 
b)y=-V3x—3 gy=1Bx+3 


54. (UF-PB) A figura abaixo mostra, no plano cartesiano, a vista superior de um museu que 
possui a forma de um quadrado. 


50 X 


Como parte do sistema de segurança desse museu, há, localizado no ponto (O, 0), um 
emissor de raios retilíneos o qual detecta a presença de pessoas. Os raios emitidos são 
paralelos ao plano do piso e descrevem trajetórias paralelas às semirretas y = Ax, com 
x = 0, onde À é um parâmetro que ajusta a direção dos raios, de acordo com o ponto 
que se deseja proteger. No museu, só existem entradas nos lados oeste e sul, os quais 
devem ficar totalmente protegidos pelo sistema de segurança. 


De acordo com essas informações, o parâmetro À deve variar, pelo menos, no intervalo: 


a) 5, 2| b) ê - c) [3 5| d) [8, 10] e) [11, 13] 
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55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


(UF-CE) Um losango do plano cartesiano Oy, tem vértices A(O, 0), B(3, 0), C(4, 3) e D(1, 3). 
a) Determine a equação da reta que contém a diagonal AC. 

b) Determine a equação da reta que contém a diagonal BD. 

c) Encontre as coordenadas do ponto de interseção das diagonais AC e BD. 


(Mackenzie-SP) No triângulo da figura, se AC = BC, a equação da reta suporte da media- 
na CM é: 
a) 12x — 25y + 20 = 0 


b)6x- 101 +5=0 
c) 14x — 251 + 15 = 0 
d)2Xx-4y+3=0 

) 


e) 7x—- 9 +5=0 


(FGV-SP) A condição necessária e suficiente para que a representação gráfica no plano 


cartesiano das equações do sistema linear E N Re Vo uas incógnitas x e y seja 
3x + 3y=2n 

um par de retas paralelas coincidentes é: 

aam-Zenz-3 c) m= —2 e)m=-2en=-3 

bm -2Z2en=-3 ddm=-2enz-3 


(FGV-SP) A reta t passa pela interseção das retas 2x — y = —2 ex + y = 11 e é paralela 
à reta que passa pelos pontos A(1, 1) e B(2, —2). A interseção da reta t com o eixo y é o 
ponto: 


a) (0, 17) b) (0, 18) c) (0, 14) d) (0, 15) e) (0, 16) 


(UE-CE) A reta r tem declividade 1 e contém o ponto de coordenadas (2, 3). A reta s con- 
tém os pontos de coordenadas (1, 1) e (3, 5). O ponto de interseção das retas re s tem 
coordenadas: 


a) (1,1) b) (2,3) c) (3,5) d) (3, 4) e) (1, 2) 


(UF-MS) Um paralelogramo é ABCD, nessa ordem, cujos vértices têm coordenadas não 
negativas, é tal que o ponto B = (0, 2), e os segmentos AD e CD estão sob as retas y = x 
ey=8-—x, respectivamente. A partir dos dados fornecidos, assinale a(s) afirmação(ões) 
correta(s): 


(001) A=(1,1) 

(002) C = (3,5) 

(004) D = (4,4) 

(008) A equação da reta que contém o lado AB do paralelogramo é y = 2 — x. 
(016) O paralelogramo é um losango. 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


64. (UF-MS) Sabendo-se que um quadrado tem um de seus vértices na origem do sistema 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


7 


I 


cartesiano e que as equações das retas suportes de dois de seus lados são 3x — y = O 
e3x— y + 10 = O, então a medida de sua diagonal é igual a: 


a) 245 b) 212 c) 5Y5 d) 5V2 e) V2 


(UF-MG) No plano cartesiano, o ponto A = (1, 11) é vértice do quadrado ABCD, cuja 


diagonal BD está sobre a reta de equação y = =x + 3. 


Considerando essas informações: 

a) Determine as coordenadas do centro M do quadrado ABCD. 
b) Determine as coordenadas do vértice C. 

c) Determine as coordenadas dos vértices Be D. 


(Mackenzie-SP) Na figura, as retas re s são paralelas. Se (x, y) é um ponto de s, então 
x— y vale: 


[o 


o 
5 


o o 
BN EB 
DES 


) 
) 
) 
) 
) 


D 


(UF-CE) Os vértices do quadrado ABCD no plano cartesiano são A(—1, 3), B(1, 1), (3,3) 
e D(x, y). Então, os valores de x e y são: 


aax=1ey=5 dgx=1-Vbey=1 
bx=5bey=1 eJx=1ey=1-5 
o)x=1+VN5ey=1+5 


(Unemat-MT) Dada a equação de reta (s): 2x — y + 1 = O, a equação de reta paralela a 
s pelo ponto P(1, 1) será: 

a) 2x —- y = 0 c) 2x+y—- 1=0 e)2x—-y+2=0 
b)2x+y+1=0 d)2x—-y—-1=0 

(Fatec-SP) No plano cartesiano representado a seguir, o coeficiente angular da reta OÁ é 4; 


e a área do losango ABCO é 82. Portanto, o valor de p é: 


a) 2 d) 8 

b) 4 e) 10 

c) 6 
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67. 


68. 


69. 


TO. 


71. 


72. 


(Unesp-SP) Determine a equação da reta que é paralela à reta 3x + 2y + 6 = O e que 
passa pelos pontos (x,, y4) = (0, b) e (x, y5) = (—2, 4b) com b E R. 


(FGV-SP) Dados A(—5, 4), B(—-1, 1) e C(—3, 7), sabe-se que o triângulo A'B'C' é simétrico 
ao triângulo ABC em relação ao eixo x, com A, Be C sendo vértices simétricos a A', B' 
e C', respectivamente. Assim, a equação da reta suporte da altura do triângulo A'B'C'" 


relativa ao lado A'B' é: 


a) 4x — 3y +44 = 0 d) 3x + 4y +33 = 0 
b) 4x — 3y — 33 = 0 e)3x + 4y — 44 = 0 
c) 4X + 3y +33 =0 


(FEI-SP) Em relação ao sistema de coordenadas cartesianas S = (O, x, y), são dados os 
pontos À = (1,3) e B = (—3, —5). A equação da reta mediatriz do segmento AB é dada 
por: 

a)x+2y+1=0 d)2x+y +1=0 

b)2x—-y+1=0 e)x+2y+3=0 

c)x+2y-3=0 


(UF-RN) Três amigos — André (A), Bernardo (B) e Carlos (C) — saíram para caminhar, se- 
guindo trilhas diferentes. Cada um levou um GPS — instrumento que permite à pessoa 
determinar suas coordenadas. Em dado momento, os amigos entraram em contato uns 
com os outros, para informar em suas respectivas posições e combinaram que se encon- 
trariam no ponto equidistante das posições informadas. 

As posições informadas foram: A(a, 5), B(6, 0) e C(3, —3). 

Com base nesses dados, conclui-se que os três amigos se encontrariam no ponto: 

a) (1, —3) b) (3,0) c) (3, 45) d) (6,0) 


(UE-CE) Considere um terreno que tenha a forma de um paralelogramo. Sabendo-se que 
as coordenadas de três vértices desse paralelogramo são A(2, 3), B(8, 9) e C(6, 5), é 
correto afirmar que o quarto vértice é um dos pontos de coordenadas: 

a) (12,11),(4,7)e (0,1) d) (12, 11),(4, 7)e (0, —1) 

b) (12, 10), (4, 7) e (0, —1) e) (12, 10),(3, 7) e (0, 1) 

c) (12, 10),(3, 7)e (0, —1) 


(UE-CE) Considere os pontos P = (0,0),Q = (a,0)e S = (b, c), com c + O. Sabendo que 
os segmentos PQ e PS são lados de um paralelogramo PQRS, é correto afirmar que a 
interseção das diagonais deste mesmo paralelogramo é o ponto: 


a) (a, 0) co) (a-b,0) e) E, 5) 
b) (b-a,c-a) a (2,5) 
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73. 


74. 


75. 


76. 


Rits 


78. 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(Mackenzie-SP) Na figura, se re s são retas perpendiculares, a abscissa de P é: 
18 6 
a) 4 113 5 
6 2 
b) 13 d) 7 
(UF-MG) Nesta figura, está representado um quadrado de vértices ABCD: 


E 


B = (3,4) 
D = (a, b) 


A=(,60) x 
Sabe-se que as coordenadas cartesianas dos pontos Ae Bsão A = (0,0)e B = (3,4). 
Então, é correto afirmar que o resultado da soma das coordenadas do vértice D é: 


a) —2 b) —1 o) — a 


(U.F. São Carlos-SP) Considere P um ponto pertencente à reta (r) de equação 
3x + 5y — 10 = O e equidistante dos eixos coordenados. A equação da reta que passa 
por P e é perpendicular a (r) é: 


a) 10x — 6y — 5 = 0 c) 15x — 9y — 16 = 0 e) 15x —- 3y —-4=0 
b) 6x — 10y + 5 = 0 d) 5x+ 3y — 10 = 0 
(UF-PE) Seja (a, b) o ortocentro do triângulo com vértices nos pontos com coordenadas 


(5, 1), (7,2) e (1, 3). Assinale 4a — 2b. 


(UE-CE) No sistema usual de coordenadas ortogonais, as equações x + y = kex — y=t 
representam famílias de retas perpendiculares. Existem quatro destas retas que limitam 
a superfície de um quadrado cujo centro é a origem do sistema e a área é 6 u.a. (unidade 
de área). O produto dos valores de k e de t, que determinam estas retas, é: 


a) 9 b) 8 c) 6 d) 4 
(U.F. São Carlos-SP) Seja Q a projeção ortogonal do ponto P(1, O) sobre a reta da equação 
x— y + 2 = O no plano cartesiano. A soma das coordenadas de Q vale: 

1 3 5 
a) 2 b) 1 [0)) 2 d) 2 e) 2 
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79. 


80. 


81. 


82. 


(UF-BA) Considere os pontos A(—1, 2), B(1, 4) e C(—2, 5) do plano cartesiano. Sendo D o 
ponto simétrico de C em relação à reta que passa por A e é perpendicular ao segmento 
AB, determine a área do quadrilátero ABCD. 


(UF-BA) No plano cartesiano, considere a reta r que passa pelos pontos P(24, 0) e 
Q(O, 18) e a reta s, perpendicular a r, que passa pelo ponto médio de Pe Q. 


Assim sendo, determine a hipotenusa do triângulo cujos vértices são o ponto Q e os 
pontos de interseção da reta s com a reta r e com o eixo Oy. 


(Unicamp-SP) Seja dada a reta x — 3y + 6 = O no plano xy. 


a) Se P é um ponto qualquer desse plano, quantas retas do plano passam por P e for- 
mam um ângulo de 45º com a reta dada acima? 


b) Para o ponto P com coordenadas (2, 5), determine as equações das retas menciona- 
das no item (a). 


(Fuvest-SP) 


a) Sendo i a unidade imaginária, determine as partes real e imaginária do número com- 
plexo 


b) Determine um polinômio de grau 2, com coeficientes inteiros, que tenha zy como raiz. 
c) Determine os números complexos w tais que zo : w tenha módulo igual a 52 e tais 
que as partes real e imaginária de zo : w sejam iguais. 

d) No plano complexo, determine o número complexo z, que é o simétrico de z, com 
relação à reta de equação y — x = 0. 


Distância de ponto a reta 


83. 


84 


(UF-BA) Considere, no plano cartesiano, os pontos A(O, 2), B(—2, 4), C(O, 6), A(O, 0), 
B(6v2, 0) e um ponto C' que tem coordenadas positivas. 

Sabendo que BAC = BA'C' e ACB = AC'B', determine o produto das coordenadas do 
ponto C'. 


« (UF-PE) Qual a menor distância possível entre um ponto da reta com equação y = — + 6, 


esboçada ao lado, e a origem do sistema cartesiano? 
y 


a) 4,4 d)4,7 6 
b) 4,5 e) 4,8 
c) 4,6 
0 8 x 
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88. 


89. 
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QUESTÕES DE VESTIBULARES 


(UF-AM) A distância entre a retay = xe o ponto (3, 10) é igual a: 
á) 7N2 b) 73 o) 7109 d) 5/109 5 52 
2 3 109 109 2 
(UF-AM) Sejam A = (2,4), B= (1,1) e C = (6, 1) vértices de um triângulo. A medida da 
altura referente à base BC deste triângulo é: 
a) 5,0 unidades c) 4,0 unidades e) 3,0 unidades 
b) 4,5 unidades d) 3,5 unidades 
(FGV-SP) Considere um ponto P do plano cartesiano, situado no 1º quadrante, perten- 


cente à reta de equação y = 2x, e cuja distância à reta y = x é igual a 2. A soma das 
coordenadas de P é: 


a) 6 b) 5 c) 4 d) 3 e) 2 


(UE-CE) O ponto (2, 1) é o centro de um quadrado no qual um dos vértices é o ponto (5, 5). 
A soma das coordenadas dos outros 3 vértices deste quadrado é: 


a) 12 b) 8 c) 4 d) 2 


(Unesp-SP) Determine as equações das retas que formam um ângulo de 135º com o eixo 
de x e estão à distância V2 do ponto (—4, 3). 


(UF-PR) Um balão de ar quente foi lançado de uma rampa inclinada. Utilizando o plano 
cartesiano, a figura abaixo descreve a situação de maneira simplificada. 


Ao ser lançado, o balão esticou uma corda presa aos pontos P e Q, mantendo-se fixo no 
ar. As coordenadas do ponto P, indicado na figura, são, então: 


a) (21, 7) 
b) (22,8) 
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91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


(UF-PE) Qual a área do triângulo com vértices nos pontos com coordenadas (0, 0), (1, 5) 
e(2,3)? 
a) 3,1 b) 3,2 c) 3,3 d) 3,4 e) 3,5 


(PUC-RS) Em uma aula de Geometria Analítica, o professor salientava a importância do 
estudo do triângulo em Engenharia, e propôs a seguinte questão: 


O triângulo determinado pelos pontos A(O, 0), B(5, 4) e C(3, 8) do plano cartesiano tem 
área igual a 


Feitos os cálculos, os alunos concluíram que a resposta correta era: 


a) 2 b) 4 c) 6 d) 14 e) 28 

(FEI-SP) A área do triângulo de vértices A(O, 1), B(4, 3) e C(7, —2) e o comprimento da 
mediana relativa ao lado BC do triângulo ABC são, respectivamente: 

a) 26 e "30 b) 26 e 5 c)13ev30 d)13 e — ej130 5 


(Unicamp-SP) A área do triângulo OAB esboçado na figura abaixo é: 


21 23 25 21 
3 q a Eloa da 
(FGV-SP) As interseções de y = x,y = —x e y = 6 são vértices de um triângulo de 
área: 
a) 36 b) 2412 c) 24 d) 1242 e) 12 


(PUC-RJ) Considere o triângulo cujos lados estão sobre as retas y = 0,x + 2y = 6e 
x—y=2. 
Qual é a área do triângulo? 


a 3 b) 1 5 d) 3 e) — 


(PUC-MG) A medida da área do triângulo limitado pelas retas 4x + 5y — 20 = 0,y = 0 e 


x=0,é6: 
a) 4 b) 5 c) 10 d) 16 
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98. (ITA-SP) Considere no plano cartesiano xy o triângulo delimitado pelas retas 2x = y, 


x=2yex= —2y + 10. A área desse triângulo mede: 
15 13 da 9 Fá 


99. (UF-MG) Considere as retas r, s e t de equações, respectivamente, y = 2x — 4,y = —x +11 
x+7 
5 


a) Trace, no plano cartesiano abaixo, os gráficos dessas três retas. 


y 
HH 


ey = 


REG RERREECEE 
CoSFadREaRE 


b) Calcule as coordenadas dos pontos de interseção A = rNs,B=rNteC=snNt. 
c) Determine a área do triângulo ABC. 


100. (Unesp-SP) Um triângulo tem vértices P= (2,1),Q = (2,5) e R = (xo, 4), com xy > 0. 
Sabendo-se que a área do triângulo é 20, a abscissa xo do ponto R é: 
a) 8 b) 9 c) 10 d) 11 e) 12 


101.(FEI-SP) No sistema de coordenadas cartesianas ortogonais ,O,, considere o triângulo 
ABC, cujos vértices são A = (—5, 0), B = (15,0) e C = (—1, a), com a > 0. Sabendo que 
o lado BC mede 20, a área do triângulo ABC, em unidades de área é: 


a) 4410 b) 180 c) 4410 + 40  d) 200 e) 120 


102.(UF-PI) De acordo com a figura ao lado, a área da região limi- 
tada pelos eixos coordenados e pela reta r vale 4 unidades 
de área. Se o ponto A = (—1, 2) pertence à reta r, pode-se 
afirmar que a equação da reta r é: 


a)x— 2y=-—5 
b)2x— y=—4 
CO) x—y=-—3 
d)x+2y=83 
d)2x— y =2 
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103.(UF-PR) Calcule a área do quadrilátero 
P4P5PsP,, cujas coordenadas cartesianas 
são dadas na figura ao lado. 


104. (Unifesp-SP) Num sistema cartesiano ortogonal, considerados 
os pontos e a reta exibidos na figura, o valor de t para o qual a 
área do polígono OABC é igual a quatro vezes a área do polígono 


ADEB é: 
a) —1 + V30 d) 3 

b) 1 +45 e) LA NEL 
c) 10 


105. (UF-PB) Em certo jogo de computador, dois jogadores, A e B, disputam uma partida da 
seguinte maneira: 


Inicialmente, cada jogador escolhe dois pontos do plano cartesiano, diferentes de (0, 0), 
de modo que um dos pontos pertença à reta y = 2x e o outro ponto, à reta y = 4x. 


Em seguida, cada jogador fornece seus pontos ao computador, que calcula a área do 
triângulo cujos vértices são os pontos por ele escolhidos e o ponto (0, 0). 


O ganhador será aquele que escolher os pontos que forneçam o triângulo com maior área. 


Caso os jogadores escolham pontos que forneçam triângulos com a mesma área, haverá 
empate. 


Nesse contexto, identifique as afirmativas corretas: 

Il. Se o jogador A escolher os pontos (2, 4) e (2, 8) e o jogador B escolher os pontos 
(3,6) e (1, 4), ganhará o jogador B. 

Il. Se o jogador A escolher seus pontos, de modo que eles pertençam à retax = 20 e o 
jogador B escolher seus pontos, de modo que eles pertençam à reta y = 20, ganhará o 


jogador A. 

Il. Se o jogador A escolher seus pontos, de modo que eles pertençam à reta x = 10 e 
o jogador B escolher seus pontos, de modo que eles pertençam à reta x = —10, haverá 
empate. 


IV. Se os jogadores A e B escolherem um mesmo ponto da reta y = 2x e pontos distintos 
da reta y = 4x e equidistantes da origem, haverá empate. 

V. Se o jogador A escolher seus pontos, de modo que eles pertençam à retay = 12 e o 
jogador B escolher seus pontos, de modo que eles pertençam à reta y = 16, ganhará o 
jogador B. 
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3x 


106. (UF-PE) As retas com equações y = Ht4ey= 
esboçados a seguir. 


+ 6 têm parte de seus gráficos 


Qual a área da região colorida na figura, que está no primeiro quadrante e é limitada 
pelos eixos coordenados e pelas duas retas? 


a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16 


107.(FGV-SP) Uma reta vertical divide o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (9, 1), definido no 
plano ortogonal (x, y), em duas regiões de mesma área. A equação dessa reta é: 


ax-2-0 b)x-3=0 gx-£-0 d)x-4=0 eJx+>=0 


108. (Mackenzie-SP) Considerando o esboço do gráfico da função f(x) = cos x, entre O e 27, 
a reta que passa pelos pontos P e Q define com os eixos coordenados um triângulo de 


área: 
Tt mt 
Tt mt 
c) 7 


109. (Unicamp-SP) As retas de equações y = ax + be y = cx são ilustradas na figura abaixo. 
Sabendo que o coeficiente b é igual à média aritmética dos coeficientes a e c. 


a) Expresse as coordenadas dos pontos P, Q e R em termos dos coeficientes a e b; 


b) Determine a, b e c sabendo que a área do triângulo POR é o dobro da área do triângulo 
ORQ e que o triângulo OPQ tem área 1. 
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110. (Unifesp-SP) Num sistema cartesiano ortogonal, são dados os pontos A(1, 1), B(D, 1), C(6, 3) 
e D(2, 3), vértices de um paralelogramo, e a reta r, de equação r: 3x — 5y — 11 = 0. 


Aretas, paralela à reta r, que divide o paralelogramo ABCD em dois polígonos de mesma 
área terá por equação: 

a) 3x — 5y —- 5 =0 c) 6x — 10y — 1 = 0 e) 12x — 20y — 1 = 0 
b)3x— 5y =0 d) 9x — 15y — 2 = 0 


111. (Mackenzie-SP) Considere os triângulos, nos 
quais um dos vértices é sempre o ponto 
(O, 2) e os outros dois pertencem à reta r, 
como mostra a figura. Parax = 1,2,3,...,n, 
a soma das áreas dos n triângulos é: 


n2 nV/3 
Ala ORG 
b) 3n e) at 
c) 6n 


112. (PUC-SP) Em um sistema cartesiano ortogonal, em que a unidade de medida nos eixos 
é o centímetro, considere: 


A reta r, traçada pelo ponto (2, 3) e paralela à bissetriz dos quadrantes ímpares; 
A reta s, traçada pelo ponto (2, 5) e perpendicular a r; 
O segmento OA em que O é a origem do sistema e A é a interseção de res. 


Um ponto M é tomado sobre o segmento OA de modo que OM e MA correspondam às 
medidas da hipotenusa e de um dos catetos de um triângulo retângulo A. Se o outro 
cateto do A mede 3 cm, a área de sua superfície, em centímetro quadrados, é: 


a) 1,8 b) 2,4 c) 3,5 d) 4,2 e) 5,1 


113. (UF-CE) Em um sistema cartesiano de origem O, seja P o ponto de coordenadas (1, 2) e 
r uma reta que passa por P e intersecta os semieixos positivos das abscissas e ordena- 
das, respectivamente, nos pontos A e B. Calcule o menor valor possível para a área do 
triângulo AOB. 
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114. (FGV-SP) No plano cartesiano, considere a reta (r) da equação 3x + 4y — 7 = 0 eareta 


115. (Fuvest-SP) Na figura ao lado, os pontos Aí, As, As, Aq, 


116. 


(s) dada na forma paramétrica: 
=1-—5 

y=2t 
Podemos afirmar que: 


te R 


a) res são perpendiculares. 


) : : ade , 44 
b) res determinam, com o eixo das abscissas, um triângulo de área 3" 


) 
c) res se interceptam num ponto do eixo das abscissas. 
d) res se interceptam num ponto do eixo das ordenadas. 
) 


e) res são paralelas. 


As, Ag São vértices de um hexágono regular de lado 3 
com centro na origem O de um sistema de coordena- 
das no plano. Os vértices A, e A, pertencem ao eixo x. 
São dados também os pontos B = (2,0)e C = (0,1). 


Considere a reta que passa pela origem O e inter- 
secta o segmento BC no ponto P, de modo que os tri- 
ângulos OPB e OPC tenham a mesma área. Nessas 
condições, determine: 


a) A equação da reta OP. 


b) Os pontos de interseção da reta OP com o hexá- 
gono. 


(UF-MS) Sejam r, s e t três retas num plano. Sabe-se que: 

e“ aretar é paralela à reta s e perpendicular à reta t; 

* a equação de interseção da reta t com o eixo x é (6, 0); 

* o ponto de interseção da reta s com a reta t é (2, 4). 

A partir dos dados fornecidos, assinale a(s) afirmação(ões) correta(s): 
(001) O ponto de interseção das retas r e t tem abscissa nula. 

002) O coeficiente linear da reta s é igual a 2. 

004 
008 
016) A área do triângulo, delimitado pelas retas s e t e pelo eixo y, é igual a 4. 


(002) 
( ) O ponto (1, 3) pertence à reta t. 

( ) O ângulo que a reta t faz com o eixo positivo x é de 120º. 
(016) 


117. (UF-PE) Sejam (a, b), com a e b positivos, as coordenadas de um ponto no plano cartesia- 


7 


I 


no, era reta com inclinação m < O, que passa pelo ponto (a, b). A reta r intercepta o eixo 
das abscissas no ponto P e o eixo das ordenadas no ponto Q, definindo desta maneira 
um triângulo OPQ, com O sendo a origem do sistema de coordenadas, como ilustrado a 
seguir. 
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Avalie a veracidade das afirmações a seguir, referentes a y 
esta configuração. Q 


(O — 0) A equação deréy = mx + b — ma. 
a -1P=[a+2,0)eQ=(0,b ma) (a, b) 


b2 
ab — (ma? + a] 
(2 — 2) A área do triângulo OPQ é 2 


(3 — 3) A área de OPQ é sempre = 2ab. º is 


(4 — 4) Para o triângulo OPQ ter a menor área possível, a reta r deve interceptar os eixos 
coordenados nos pontos P = (2a, 0) e Q = (0, 2b). 


118. (FEI-SP) Considere os pontos A(2, 3) e B(O, 4) dados em relação ao sistema cartesiano 
ortogonal xOy. Seja a reta que passa pelos pontos A e B. Podemos afirmar que: 


a) sua equação é dada porx — 2y — 8 = 0. 
b) o seu coeficiente angular é positivo. 


c) o ponto C = (a, -5) pertence a esta reta. 


d) o triângulo formado por esta reta e os eixos coordenados no primeiro quadrante tem 
área igual a 32 u.a. 


e) esta reta intercepta o eixo das abscissas no ponto (8, 0). 


119. (UF-PI) Duas retas r e s do plano se interceptam no ponto (—1, 6) e formam, com o eixo 
das abscissas, ângulos agudos a e B, respectivamente. Se tg(a) = 3 e tg(B) = 2, uma 
possibilidade para a medida da área do triângulo formado por re s, e o eixo das abscis- 


sas é: 
a) 11 unidades de área d) 14 unidades de área 
b) 12 unidades de área e) 15 unidades de área 


c) 13 unidades de área 


120.(UFF-RJ) A Segunda Guerra Mundial motivou o estudo de vários problemas logísticos 
relacionados com o transporte e a distribuição de recursos. Muitos destes problemas 
podem ser modelados como um programa linear. Como um exemplo de programa linear, 
considere o problema de encontrar o par ordenado (x, y) que satisfaz simultaneamente 
as condições 


—2x+y=0,x=0,x—y=-—2, 

e cuja soma das coordenadas x + y é máxima. 

Se (xo, Yo) é a solução deste programa linear, é correto afirmar que: 

a) xo +Yo=1 c) xo + Yo = 8 e)xo +Yo=0 


b) xo + Yo = 6 d) xo + Yo =2 
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121.(Unesp-SP) Uma fábrica utiliza dois tipos de processos, P, e P5, para produzir dois 
tipos de chocolates, C, e C5. Para produzir 1000 unidades de C, são exigidas 3 ho- 
ras de trabalho no processo P, e 3 horas em Ps. Para produzir 1 000 unidades de C5 
são necessárias 1 hora de trabalho no processo P, e 6 horas em P5. Representando 
por x a quantidade diária de lotes de 1000 unidades de chocolates produzidas pelo 
processo P, e por y a quantidade diária de lotes de 1 000 unidades de chocolates pro- 
duzidas pelo processo P,, sabe-se que o número de horas trabalhadas em um dia no 
processo P, é 3x + y, e que o número de horas trabalhadas em um dia no processo 
P, é 3x + Oy. 
Dado que no processo P, pode-se trabalhar no máximo 9 horas por dia e no pro- 
cesso P, pode-se trabalhar no máximo 24 horas por dia, a representação no plano 
cartesiano do conjunto dos pontos (x, y) que satisfazem, simultaneamente, às duas 
restrições de número de horas possíveis de serem trabalhadas nos processos P, e 
P,, em um dia, é: 


a) 
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122.(UE-CE) A equação da reta bissetriz do menor ângulo formado pelas retas x — 2y = 0 e 
2x — y = O é dada por: 
a)x+y=0 b)x—y=2 O) x+y=2 d)x—y=0 


123.(U.F. São Carlos-SP) As coordenadas dos vértices do triângulo ABC num plano cartesiano 
são A(—4, 0), B(5, 0) e C(sen 6, cos 6). Sendo 6 um arco do primeiro quadrante da cir- 


BONUS da No E = ; 9 en 
cunferência trigonométrica, e sendo a área do triângulo ABC maior que —, o domínio de 


validade de 6 é o conjunto: 
Tm T TT. 
o [:l [0.3 /0,3] 
tm T 
») e: ajoz 


124. (FGV-RJ) 
a) Considere os números complexos z, = 1 +, z, = 2(1 + i), em que i é o número com- 
plexo tal que i2 = —41. 
Represente, no plano cartesiano, o triângulo cujos vértices são os afixos dos números 
complexos z4 + Z2, 2) — Z4 € Z425. Calcule a sua área. 


b) A razão de semelhança entre um novo triângulo, semelhante ao triângulo original, e o 
triângulo original, é igual a 3. Qual é a área desse novo triângulo? 
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Circunferências 


125. (Unesp-SP) A distância do centro da circunferência x? + 2x + y? — 4y + 2 = O à origem é: 


a) 3 b) 5 c) J3 a) 2 e)1 


126.(PUC-RS) O comprimento da curva de equação (x — 12 +(y+ 12 -9=0é: 
a) -1 b) 3 c) q d) 37 e) 67 


127.(Uneb-BA) Se (m, n) são as coordenadas do centro da circunferência x2 + 2V3x + y2 — 
- 6y+7=0, então (-3 + V3n) é igual a: 
a) 6/3 b) 1 c) O a) —3 d) —3 


128.(FGV-SP) Dada a circunferência de equação x? + y2 — 6x — 10y + 30 = 0, seja P seu 
ponto de ordenada máxima. A soma das coordenadas de P é: 


a) 10 b) 10,5 c) 11 d) 11,5 e)1 


129. (FEI-SP) Considere os pontos A(3, 4) e B(—1, 6) dados em relação ao sistema cartesiano 
ortogonal xOy. A equação da circunferência com centro no ponto médio do segmento AB 


e raio 2 é: 

ax+12+(y+52=2 dx +y2-2x-109+24=0 
b) (x +12 +(y +52 =4 e) = 1 +y-5=2 
c)x2+y2 —-2x— 10 +22 =0 


130.(FEI-SP) Os pontos À = (-2,3) e B = (4, 5), dados em relação ao sistema de coordena- 
das cartesianas S = (O, x, y), são as extremidades de um dos diâmetros de uma circun- 
ferência. A equação geral dessa circunferência é dada por: 


a)x2+y2 —4x—2y+10=0 d)x2+y2-2x—-8y+7=0 
b)x2+y2—-2x—- 69 +12=0 e)x2+y2 —- 4x —- 10y+8=0 
c)x2+y2—-3x— 8y+10=0 


131. (UF-PR) São dados os pontos A = (0, 0) e B = (6, 8) no plano cartesiano Oxy. 


a) Escreva a equação reduzida da circunferência a que tem centro no ponto médio do 
segmento AB e contém os pontos A e B. 


b) Encontre as coordenadas do ponto P, distinto de A, no qual a circunferência a intercep- 
ta o eixo y. 


132.(FGV-SP) No plano cartesiano, o ponto C(2, 3) é o centro de uma circunferência que passa 
pelo ponto médio do segmento CP, em que P é o ponto de coordenadas (5, 7). A equação 
da circunferência é: 


aJx2+y2—-4x-—- 6+7=0 d) 4x2 + 4y2 — 16x — 24y4+31=0 
b) 4x2 +4y2-16x—-24y+29=0 e)4x2+4y2-16x-24y+27=0 
c)x2+y2—-4x—- 6y+8=0 
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133. (FGV-SP) Dada a equação x? + y? = 14x + 6y + 6, se p é o maior valor possível de x, e q 
é o maior valor possível de y, então, 3p + 4q é igual a: 


a) 73 b) 76 c) 85 d) 89 e) 92 


134. (Cefet-SC) Dada a figura ao lado cujas medidas estão expres- 
sas em centímetros, e as proposições: 


|. é uma circunferência de diâmetro 2 em. 
Il. é uma circunferência de área 47 cm2. 
Ill. é uma circunferência de equação x? + y2 = 4. 


Considerando as proposições apresentadas, assinale a alter- 
nativa correta: 


a) Apenas as proposições | e Ill são verdadeiras. 
b) Apenas as proposições | e Il são verdadeiras. 

c) Apenas a proposição Ill é verdadeira. 

d) Apenas as proposições Il e Ill são verdadeiras. 
e) Apenas a proposição Il é verdadeira. 


135. (UF-RS) Os pontos de interseção do círculo de equação (x — 4)? + (y — 3)? = 25 com os 
eixos coordenados são vértices de um triângulo. A área desse triângulo é: 


a) 22 b) 24 c) 25 d) 26 e) 28 


136. (Fuvest-SP) No plano cartesiano Oxy, a circunferência C é tangente ao eixo Ox no ponto 
de abscissa 5 e contém o ponto (1, 2). Nessas condições, o raio de C vale: 


a) 5 b) 245 c) 5 d) 345 e) 10 


137.(FGV-SP) No plano cartesiano, uma circunferência, cujo centro se encontra no segundo 
quadrante, tangencia os eixos x e y. 


Se a distância da origem ao centro da circunferência é igual a 4, a equação da circunfe- 


rência é: 

a) x2 + y2 + (2/10x — (2N10)y + 10 = 0 dx +y2-(oV8x+(2N8)y+8=0 
b)x2+y2+(2N8x—(2N8)y +8=0 )xX+y-4xX+4y+4=0 

c) x2 + y2 — (2/10) + (2N10)y + 10 = 0 


138. (UF-PR) São dados os pontos A = (1,3), B = (4,1) e €C = (6, 4) no plano cartesiano Oxy. 


a) Usando coeficiente angulares, mostre que a reta r, que contém os pontos A e B é 
perpendicular à reta s, que contém os pontos Be C. 


b) Sabendo que A, B, Ce D são os vértices de um quadrado, encontre as coordenadas 
do ponto D. 


c) Escreva a equação da circunferência que contém os pontos A, B, Ce D. 
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139. (ITA-SP) Determine uma equação da circunferência inscrita no triângulo cujos vértices são 
A=(1,1),B=(1,7)eC=(5,4)no plano xOy. 


140. (UE-CE) Uma companhia de telefonia celular deseja instalar três torres de transmissão 
de sinal para delimitar uma região triangular com 600 km? de área, de tal modo que a 
primeira torre se localize a 32 km a leste e 60 km ao norte da central de distribuição 
mais próxima, e a segunda torre se localiza a 7O km a leste e 100 km ao norte da mesma 
central de distribuição. 


Sabendo-se que a terceira torre deve localizar-se a 20 km ao norte desta central de dis- 
tribuição, é correto afirmar que a posição a leste da terceira torre é: 


a) 131 km c) 102 km e) 35 km 
b) 65 km d) 24 km 


1441.(U.F. Santa Maria-RS) A massa utilizada para fazer pasteis folheados, depois de esticada, 
é recortada em círculos (discos) de igual tamanho. Sabendo que a equação matemá- 
tica da circunferência que limita o círculo é x) + y2 — 4x — 6y — 36 = O e adotando 
T = 3,14, o diâmetro de cada disco e a área da massa utilizada para confeccionar cada 
pastel são, respectivamente: 

a) 7e 113,04 d) 14 e 113,04 
b) 7 e 153,86 e) 14 e 153,86 


c) 12 e 113,04 


142.(UF-Pl) Se Z = x — yi é conjugado do número complexo z = x + yi, então a equação 
zz +z +2Z= oO representa: 


a) uma reta paralela ao eixo imaginário 

b) uma circunferência com centro na origem 

c) a semirreta bissetriz do primeiro quadrante 
d) um segmento de reta de comprimento quatro 


e) uma circunferência com centro no ponto (—1, 0) 


143. (Ilbmec-RJ) O conjunto imagem de todos os números complexos da forma z = a + bi que 
satisfazem a equação zw + z + w = 0, onde w é o conjugado de z, é dado por: 


a) uma circunferência c) uma hipérbole e) o semiplano x = O 


b) uma elipse d) uma parábola 


144.(UF-PE) A representação geométrica dos números complexos z que satisfazem a igual- 
dade 2|z — il = |z — 2| formam uma circunferência com raio r e centro no ponto com 
coordenadas (a, b). Calcule r, a e b. 
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145. (Fuvest-SP) No sistema ortogonal de coordenadas carte- 
sianas Oxy da figura, estão representados a circunferên- 
cia de centro na origem e raio 3, bem como o gráfico da 


função 
- 8 
“o W 


Nessas condições, determine: 


a) as coordenadas dos pontos A, B, C e D de interseção 
da circunferência com o gráfico da função. 


b) a área do pentágono OABCD. 


146. (FGV-SP) Dado um triângulo de vértices (0, 12), (0, 0) e (5, 0) no plano cartesiano or- 
togonal, a distância entre os centros das circunferências inscrita e circunscrita a esse 


triângulo é: 
35 7 65 9 
a b) 5 c) J15 O e ds 


147.(Unifesp-SP) Em um plano cartesiano, seja T o triângulo que delimita a região definida 
pelas inequações y=2,x=0ex-—-y<2. 
a) Obtenha as equações de todas as retas que são equidistantes dos três vértices do 
triângulo T. 
b) Obtenha a equação da circunferência circunscrita ao triângulo T, destacando o centro 
e o raio. 


148. (ITA-SP) Sejam m e n inteiros tais que - = -£e a equação 36x2 + 36y2 + mx +ny— 23=0 


representa uma circunferência de raio = 1 cm e centro C localizado no segundo quadran- 
te. Se Ae B são os pontos onde a circunferência cruza o eixo 0,a área do triângulo ABC, 
em cm?, é igual a: 


3 13 19 er 


149. (ITA-SP) Sejam C uma circunferência de raio R > 4 e centro (0,0) e AB uma corda de C. 
Sabendo que (1, 3) é ponto médio de AB, então uma equação da reta que contém AB é: 


a)y+3x—- 6=0 c)2y+x—-7=0 e)2y+3x—-9=0 
b) 3y +x— 10 = 0 d)y+x—-4=0 


150. (UE-CE) No sistema usual de coordenadas cartesianas, a equação da circunferência ins- 
crita no quadrado representado pela equação |x| + |y| = 1 é: 


a)2x2+2y2+1=0 c)2x2+2y2-1=0 
b)x2+y2-1=0 d)x2+y2-2=0 
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151. (UE-CE) Se c é um número real positivo, a equação |x| + |y| = cv2 é representada 
no sistema cartesiano usual por um quadrado Q. Se Q é circunscrito à circunferência 


E ao UG 
x2 + y2 = 12, então a relação e igual a: 


a) 0,5 b) 2,0 c) 1,5 d) 1,0 


152. (Fuvest-SP) A circunferência dada pela equação x2 + y2 — 4x — 4y + 4 = O é tangente 
aos eixos coordenados x e y nos pontos A e B, conforme a figura. O segmento MN é pa- 
ralelo aos segmento AB e contém o centro C da circunferência. É correto afirmar que a 
área da região hachurada vale: 


a)m—2 b) + 2 c) +4 d) + 6 e)m+8 


153.(U.E. Ponta Grossa-PR) Sabendo que os pontos A(—3, —1), B(—-2, 6) e C(5, 5) são vérti- 
ces de um quadrado ABCD, assinale o que for correto: 


01) A área do quadrado vale 50 u.a. 

02) O vértice D tem coordenadas (4, —2). 
04 
08 
16) As diagonais do quadrado se interceptam no ponto (1, 2). 


) 
) A circunferência que circunscreve o quadrado tem raio igual a 5 u.c. 
) A reta suporte da diagonal BD tem equação 4x + 3y = O. 

) 


154. (Fatec-SP) Considerando que o triângulo equilátero ABC está inscrito na circunferência de 
equação (x + 3)2 + (y — 2)? = 27, então a medida do segmento AB é: 
a) 3 b) 6 c) 9 d) 12 e) 15 


155. (Fatec-SP) A área do quadrilátero determinado pelos pontos de interseção da circunferên- 
cia de equação 
(x+32+(y— 32 = 10 
com os eixos coordenados, em unidade de área, é igual a: 
a) 4 b) 6 c) 8 d) 10 e) 12 


156.(FGV-SP) Seja (x, y) um par ordenado de números reais que satisfaz a equação 
y 
x 
a) 2 +13 b) 343 o) 3 + 242 d) 6 e) 6 + 243 


(x— 32 + (y— 3)22 = 6. O maior valor possível de — é: 
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157.(UF-PR) No plano cartesiano, considere os pontos A = (0,1), B=(2,3)eC=(3,5)ea 
reta r definida pela equação 3x + 4y = 12. Sabendo que a reta r divide o plano cartesia- 
no em duas regiões, cnamadas semiplanos, considere as afirmativas a seguir: 


1. Os pontos A e B estão no mesmo semiplano determinado pela reta r. 
2. A reta determinada por A e C é perpendicular à reta r. 


3. A circunferência que passa pelos pontos A, Be C intercepta a reta r em dois pontos 
distintos. 


4. Os pontos do semiplano que contém o ponto C satisfazem a desigualdade 3x + 4y = 12. 
Assinale a alternativa correta: 

a) Somente as afirmativas 3 e 4 são verdadeiras. 

b 
c 
d 
e 


Somente as afirmativas 1 e 2 são verdadeiras. 
Somente as afirmativas 2 e 4 são verdadeiras. 
Somente as afirmativas 1 e 3 são verdadeiras. 
Somente as afirmativas 2 e 3 são verdadeiras. 


) 
) 
) 
) 


158. (FEI-SP) Num sistema cartesiano ortogonal (O, x, y), a equação da reta perpendicular ao 
eixo das ordenadas, que passa pelo ponto médio do segmento AB, sendo A = (4,3) e B 
o centro da circunferência de equação x2 + y2 — 8x — 12y + 48 = 0, é: 


aay=5 b)y=4 c)y=2 dy=5 eJy=3 


159. (Unicamp-SP) Suponha um trecho retilíneo de 


e 
ss E uarda 
estrada, com um posto rodoviário no quilômetro 9 


florestal 
zero. Suponha, também, que uma estação da 
guarda florestal esteja localizada a 40 km do pos- 24 km 
to rodoviário, em linha reta, e a 24 km de distân- 
cia da estrada, conforme a figura ao lado. posto rodoviário 
km O estrada 


a) Duas antenas de rádio atendem a região. A área de cobertura da primeira antena, loca- 
lizada na estação da guarda florestal, corresponde a um círculo que tangencia a estrada. 
O alcance da segunda, instalada no posto rodoviário, atinge, sem ultrapassar, o ponto 
da estrada que está mais próximo da estação da guarda 
florestal. Explicite as duas desigualdades que definem 
as regiões circulares cobertas por essas antenas, e es- 
boce essas regiões no gráfico ao lado, identificando a 
área coberta simultaneamente pelas duas antenas. 


b) Pretende-se substituir as antenas atuais por uma úni- 
ca antena, mais potente, a ser instalada em um ponto 
da estrada, de modo que as distâncias dessa antena ao 
posto rodoviário e à estação da guarda florestal sejam 
iguais. Determine em que quilômetro da estrada essa 
antena deve ser instalada. 
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160. (Fatec-SP) No plano cartesiano da figura, estão representados a circunferência trigono- 
métrica e o triângulo OPQ tal que: 


* os pontos P e Q pertencem à circunferência trigonométrica e são simétricos em relação 
ao eixo Oy, e 


e P é a extremidade do arco de medida 75º. 
Nessas condições, a área do triângulo POQ é: 


a) 2 a 

b) V6 — V2 = 
V6 + 2 

E e RR 


161. (Unemat-MT) Dada uma circunferência de centro C(3, 1) eraior = 5e seja o ponto P(O, a), 
coma E R, é correto afirmar: 


a) Se -3<a<5, então P é externo à circunferência. 
b) Se-3 <a <5, então P pertence à circunferência. 


) 
c) Sea = 5 oua = —3, então P é interno à circunferência. 
d) Sea< —-30oua > 5, então P é externo à circunferência. 
) 


e) Sea<-30ua> 5, então P é interno à circunferência. 
162.(Mackenzie-SP) Os pontos (x, y) do plano tais que x2 + y2 <= 36, com x + y = 6, definem 
uma região de área: 


a) 6(m — 2) 9-7 c) Hm — 2) d6-m e) 18(x — 2) 


163. (PUC-RS) A figura abaixo representa as curvas y = xe x2 + y2 = 4, A área da região assi- 
nalada é: 


pla 
na 
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164. (UF-GO) Observe a figura abaixo: 


Para que, na figura apresentada, a área da região sombreada seja o dobro da área da 
região não sombreada, a equação cartesiana da reta r deve ser: 


RE) 2 =: — 3 = 
a)y =x b)y =x C) y = =X d) y = x e)y=5xX 
3 2 2 
165. (UF-TO) Considere as equações das circunferências: 
C:x2—-2x+y2—-2y=0 
Co:x2—- 4x +y2 —- 4y=0 
cujos gráficos estão representados ao lado: 
A área da região hachurada é: 


a) 37 unidades de área 
b 


) 

) 7 unidades de área 
c) 57 unidades de área 
) 
) 


d) 67 unidades de área 


T E 2 
e E) unidades de área 


166. (PUC-RS) 


O estrado utilizado pela Orquestra tem uma base em forma de arco, correspondente à 
região limitada pelas circunferências de equações x2 + y2 = a2ex2 +y2 = b2, coma >b, 


e pelas retas definidas pory = xe y = —x. A área R desta região é dada pela fórmula: 
— m(a2 — b?) — m(a-—b)? — m(b? — à?) 
DR" 40 QR=- a JR=" 50 
o m(b? — à?) = m(a2 — b?) 
b) R = 4 d) R= > 
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167.(UF-PB) O para-raios, inventado por Benjamin Franklin, consiste de uma haste metálica 
pontiaguda, colocada a certa altura do chão e ligada com cabos elétricos a outra haste 
metálica, aterrada ao chão. A região, em terra plana, protegida por esse tipo de para-raios 
tem formato circular. 
Admita que uma região plana seja representada pelo plano cartesiano e que as circunfe- 
rências cujas equações são x2 + y2 + 4 — 21=0€ex2+y2 — 12x = O delimitam as 
regiões circulares R4 e Rs, áreas protegidas pelos para-raios P, e P,, respectivamente. 
Considerando as regiões de proteção de cada um dos para-raios, identifique as afirma- 
tivas corretas: 

|. Uma pessoa localizada no ponto A, = (—3, 2) está protegida pelo para-raio P,. 


(—3 

Il. Uma pessoa localizada no ponto A, = (3, 3) está protegida pelo para-raio P5. 
(1,5 
( 


Il. Uma pessoa localizada no ponto As = ) não está protegida pelos dois para-raios. 
IV. Uma pessoa localizada no ponto A, = (2, 2) não está protegida por nenhum dos dois 
para-raios. 

V. Aárea da região protegida pelo para-raios P, é maior do que a área da região protegida 
pelo para-raios P,. 


, 


168. (Unesp-SP) Dentre as regiões sombreadas, aquela que representa no plano cartesiano o 
conjuntoU = (xy ER |y=2x+1ex+y2<4)é: 


d) y 


(4, 0) 


/ (4, 0) 


x 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar Bo 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


169. (Unicamp-SP) A figura abaixo apresenta parte do mapa de uma cidade, no qual estão 
identificadas a catedral, a prefeitura e a câmara de vereadores. Observe que o quadricu- 
lado não representa os quarteirões da cidade, servindo apenas para a localização dos 
pontos e retas no plano cartesiano. 

Nessa cidade, a avenida Brasil é formada pelos pontos equidistantes da catedral e da 


prefeitura, enquanto a Avenida Juscelino Kubitschek (não mostrada no mapa) é formada 
pelos pontos equidistantes da prefeitura e da câmara de vereadores. 


y avenida Brasil 


Sabendo que a distância real entre a catedral e a prefeitura é de 500 m, podemos con- 
cluir que a distância real, em linha reta, entre a catedral e a câmara de vereadores é de: 


a) 1500 m b) 500/5 m c) 10002 m d) 500 + 500V2 m 


170. (Unicamp-SP) O ponto de interseção das avenidas Brasil e Juscelino Kubitschek pertence 
à região definida por: 
a) DE= 2 + (yr =P 
Dj Ge= DE + ly = BF 


c)xeli,3,ye 4, 
d)x=2,y€e [5,7] 


<1 
<2 


174.(UF-PR) O retângulo abaixo está inscrito em uma circunferência de raio r = 1, com os 
lados paralelos aos eixos coordenados. 


. 2 A e “a 7. 
a) Encontre a área e o perímetro do retângulo em função do ângulo a(o <as 5) 
b) Determine a para que a área do retângulo seja máxima. 
c) Determine a para que o perímetro do retângulo seja máximo. 
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172.(UE-CE) Catástrofes naturais 
como furacões, terremotos, inun- 
dações e incêndios afetam mi- 
lhões de pessoas, causando enor- 
mes prejuízos. Recentemente, o 
mundo voltou sua atenção para o 
terremoto ocorrido no Haiti, cujo 
epicentro (centro de propagação 
inicial do terremoto) foi localizado 
geograficamente em 18,457º N 
de latitude e 72,533º W de longi- 
tude. 


Sabe-se que o estudo de fenômenos naturais, como os terremotos, envolve levantamen- 
tos de dados e cálculos matemáticos para análise de casos ocorridos e previsão de 
acidentes futuros. Determinar os epicentros de terremotos, por exemplo, exige análise 
geométrica e resoluções de equações. 


Suponha, então, que uma onda de choque se propague de forma circular, a partir de seu 
epicentro situado em um ponto (p, q), de modo que, após t segundos, o raio da circunfe- 
rência da onda seja igual a Dt. 


Suponha ainda que, 1 segundo a partir do iní- y 

cio da onda, um sismógrafo situado no ponto 

(O, 8) detecte a chegada da onda e que, 3 se- ireiité de onda 
gundos após o seu início, a referida onda este- após t segundos 
ja passando por outro sismógrafo localizado no 
ponto (12, 0). Sabendo ainda que o epicentro 
se localizou “ao norte” dos dois sismógrafos (e 
portanto q > 8), é correto afirmar que o epicen- 
tro do fenômeno foi o ponto: 


173.(ITA-SP) Um triângulo equilátero tem os vértices nos pontos A, Be C do plano xOy, sendo 
B=(2,1)eC = (5,5). Das seguintes afirmações: 


I.A se encontra sobre a reta y = É + — 
aaa ” 3 45 j da 3 2 
Il. A está na interseção da reta y = “4X + -g com a circunferência (x — 2)2 + (y — 1)* = 25, 
q aê as sia ss Fá o RENA 
Il. A pertence às circunferências (x — 5)2 + (y — 5) 25 elx >) | (y— 3) A: é 


(são) verdadeira(s) apenas: 
a) | b) II c) II d)lell e)llelll 
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174. 


175. 


(UF-BA) Na figura, considere os pontos A(4, 0), B(4, 2), C(4, 3) e D(3, 3) e a reta r que 
passa pela origem do sistema de coordenadas e pelo ponto B. 


Com base nessa informação, pode-se afirmar: 
(01) O triângulo BCD é equilátero. 


(02) A área do setor circular hachurado é igual a E u.a. 


Eus 
2 


(08) O ângulo entre o eixo Ox, no sentido positivo, e a reta r mede 30º. 


(04) A equação y = — representa a reta r. 


(16) A imagem do ponto C pela reflexão em relação à reta r é o ponto de coordenadas 
(4, 1). 


(32) A imagem do triângulo OAB pela homotetia de razão - é um triângulo de área a u.a. 


(64) A imagem do ponto D pela rotação de 45 em torno da origem do sistema, no sentido 
positivo, é o ponto de coordenadas (0, 3). 


(UF-PR) Considere o hexágono retangular ins- 
crito na circunferência de raio 2 centrada na 
origem do sistema de coordenadas cartesia- 
nas, conforme representado na figura ao lado. 
Nessas condições, é incorreto afirmar: 


a) A equação da circunferência é x? + y2 = 4. 
b) O triângulo com vértices nos pontos B, De F 
é equilátero. 

c) A distância entre os pontos A e D é 4. 


d) A equação da reta que passa pelos pontos 
AeC pode ser escrita na forma px + gy = r, 
com r = 0. 


e) A equação da reta que passa pelos pontos B e D pode ser escrita na forma y = px + q, 
comp<0e0<q<2. 
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176.(UF-PR) Para cada valor positivo de R, a equação (x — 2)2 + (y + 2)? = R? representa uma 


circunferência no plano cartesiano. Acerca disso, considere as afirmativas a seguir: 
1. Quando R = 2, a circunferência tangencia os eixos coordenados. 
2. Se a origem pertence à circunferência, então R = 242. 


3. A reta de equação 4y + 3x = O intersecta a circunferência, qualquer que seja o valor 
atribuído a R. 


Assinale a alternativa correta. 
a) Somente a afirmativa 3 é verdadeira. 
b) Somente as afirmativas 2 e 3 são verdadeiras. 


d 
e) Somente a afirmativa 2 é verdadeira. 


) 
c) Somente as afirmativas 1 e 2 são verdadeiras. 
) Somente a afirmativa 1 é verdadeira. 

) 


177.(Unicamp-SP) A circunferência de centro em (2, O) e tangente ao eixo y é interceptada 


pela circunferência C, definida pela equação x2 + y? = 4, e pela semirreta que parte da 
origem e faz ângulo de 30º com o eixo x, conforme a figura abaixo: 


a) Determine as coordenadas do ponto P. 
b) Calcule a área da região sombreada. 


178. (Unifesp-SP) Considere a, a», as, by, bs, bz números reais estritamente positivos, tais 


7 


I 


que os pontos (a4, by), (as, b5) e (as, bs) pertençam à reta y = 2x. 


2 
ave — ax mr às (com b4x2 + box + bs 0) independe de x, pede-se 
b;x box + ba 


determinar seu valor. 


a) Sabendo-se que 


b) Na figura, se os pontos A, Be C são vér- 
tices de um triângulo isósceles e o segmen- 
to AC é um dos diâmetros da circunferência 
convenientemente centrada na origem do 
sistema ortogonal, pede-se determinar a me- 
dida do segmento AB em função de aq. 
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179.(UF-BA) Considere os conjuntos: 
A=((xyWER?;x+y2<1i6ey<x-4)eD=(XER;(x,0) EA 


cos(EE) sex<0O 


x2— 5x, sex>0 


Sendo f: D > R a função tal que f(x) = , determine a imagem da 


função f. 


180. (Unifesp-SP) Considere, num sistema orto- 
gonal, conforme a figura, a reta de equação 
ry = kx (k > O um número real), os pontos 
A(xXo, 0) e B(xo, kxo) (com xy > 0) e o semicírculo B(Xo, kxo) 
de diâmetro AB. 

a) Calcule a razão entre a área S, do semicír- 


culo, e a área T, do triângulo OAB, sendo O a 
origem do sistema de coordenadas. 


b) Calcule, se existir, o valor de k que acarre- 
te a igualdade S = T, para todo xo > O. 


181. (Unesp-SP) Uma aeronave faz sua aproximação final do destino, quando seu comandante 
é informado pelo controlador de voo que, devido ao intenso tráfego aéreo, haverá um 
tempo de espera de 15 minutos para que o pouso seja autorizado e que ele deve per- 
manecer em rota circular, em torno da torre de controle do aeroporto, a 1500 metros de 
altitude, até que a autorização para o pouso seja dada. O comandante, cônscio do tempo 
de espera a ser despendido e de que, nessas condições, a aeronave que pilota voa a 
uma velocidade constante V. (km/h), decide realizar uma única volta em torno da torre 
de controle durante o tempo de espera para aterrissar. 

Sabendo que o aeroporto encontra-se numa planície e tomando sua torre de controle 
como sendo o ponto de origem de um sistema de coordenadas cartesianas, determine 
a equação da projeção ortogonal, sobre o solo, da circunferência que a aeronave descre- 


verá na altitude especificada. Z 
ax +y2 = AN É 

b) x2 + y2 = Do 

err (LJ 


projeção 
ortogonal da 
trajetória da 
aeronave no solo 


torre de 
Controle 
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182. (UF-BA) Considere 


* a curva C obtida da circunferência de equação x2 + y2 + 2x — 4y — 4 = O por uma 
rotação, no sentido anti-horário, em torno da origem do sistema cartesiano, segundo 


um ângulo de 5 radianos; 

* a reta r que passa pelo centro de C e faz, com o eixo coordenado O,, um ângulo a tal que 
ae E | e te[2a + 3) =0. 

Determine uma equação de r. 


183. (UF-BA) Considerem-se, no plano cartesiano, os subconjuntos A = ((x,y) ER2;x2 +y2< 4), 
B=I(xyeR?;y<v3xhec=((x,y)€ER?;y=>-V2. 
Calcule a área da região definida porAN BN C. 


184.(UF-CE) O número de pontos na interseção dos subconjuntos do plano cartesiano 
r=((XyWER?;-x+y+1=0ec=[((xyER2?;x2+y2+2x-—-4y+1=0é: 
a) O b) 1 c) 2 d) 3 e)4 


185. (UFPR) Qual das seguintes retas passa pelo centro da circunferência x2 + y2 + 4y —- 3 = 0? 
a)x+2y=4 co) x+y=0 e)2x+y=7 
b)5x—y=2 d)x— 5y = —2 


186. (Uneb-BA) A reta 3x + 4y — 6 = O determina na circunferênciax? +y2? — 2x — 4y+1=0 
uma corda de MN de comprimento igual, em u.c., a: 


a) 6 b) 213 c) 3 d) 242 e) V3 


187.(UF-PR) A figura abaixo mostra uma circunferência tangente ao eixo y, com centro C sobre 
o eixo x e diâmetro de 10 unidades. 


a) Sabendo que A = (8, 4) e que r: 3y + x = 20 é a reta que passa por A e B, calcule a 
área do triângulo CAB. 


b) Encontre as coordenadas do ponto D, indicado na figura acima, no qual a reta r inter- 
cepta a circunferência. 
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188.(UF-PR) A projeção estereográfica é um método de projetar pontos de um círculo sobre 
uma reta que pode ser utilizado na confecção de mapas (situação em que os círculos são 
os meridianos do globo terrestre). Suponha que y é o círculo de raio 1 centrado na origem 
do plano xy, N = (0, 1) é um ponto fixado e P = (a, b) é um ponto qualquer do círculo y 
distinto de N. A projeção estereográfica do ponto P é a interseção da reta r determinada 
por Ne P com o eixo x, representada pelo ponto Q na figura abaixo. Nessas condições: 


2 


a) Encontre a projeção Q do ponto P = a = 


>) 


b) Encontre as coordenadas do ponto P, pertencente ao círculo y, cuja projeção é o ponto 


Q=(3,0). 


= 


189. (UF-PE) Em um sistema de coordenadas ortogonais xOy, um 

triângulo tem vértices nos pontos de interseção das retas 
x 
5 
seguir). Se a equação da circunferência circunscrita ao 
triângulo éx2 + y2 + ax + by + c = O, indique o valor de 
(a+b+oc?. 


com equações y = x,y = —x + 12 e y = — (ilustradas a 


190. (UF-PE) Na ilustração a seguir, temos a circunferência com equação x2 + y2 + 6x + 8y = 75 
e a reta passando pela origem e pelo centro da circunferência. Determine o ponto da 
circunferência mais distante da origem e indique esta distância. 

y 
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191.(FGV-SP) No plano cartesiano, a circunferência que passa pelos pontos A(2, 0), B(O, 3) e 
pela origem O(O, O) intercepta a reta y = x em dois pontos. Um deles tem coordenadas 
cuja soma é: 


a) 5 b) 4,5 c) 4 d) 3,5 e)3 


192. (FGV-SP) A circunferência à, de centro C, é tangente aos eixos cartesianos coordenados 
e à hipotenusa do triângulo PQT. Se m(PTQ) = 60º e QT = 1, como indica a figura, o raio 
da circunferência à é igual a: 


3 + 243 3 +43 
2 E 


a) 


193. (UFF-RJ) A interseção do círculo definido pela equação x2 + y2 = 25, com a reta definida 
porx + y = 7, é o conjunto formado por: 


a) apenas um ponto no primeiro quadrante. 
b) dois pontos no primeiro quadrante. 


d 
e) dois pontos no terceiro quadrante. 


) 

c) um ponto no segundo quadrante e outro no quarto quadrante. 
) um ponto no primeiro quadrante e outro no terceiro quadrante. 
) 


194. (Mackenzie-SP) Na figura, a circunferência de centro O é tangente à reta AB no ponto P. 
Se AC = 2,0 raio da circunferência é: 


2N3 


q) 28 +82 IN 


3 + 2/6 
2N3 
3 +42 


E Ss 


e) 
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195. (UE-CE) O ponto P, que é o centro da circunferência x? + y? — 6x — 8y = O, pertence à 
reta cuja equação é x — 2y + c = O. O valor de c é: 


a) 3 b) 5 c) 7 d) 9 


196. (UF-AM) A equação da reta r que passa pelo centro da circunferência y de equação 
=2-—-3 


Ds o z ; R ssa JK o 
x +y-+ 4x — 2y+ 1 = 0Oe é perpendicular à reta s de equação o E pp teR é: 
2 “3 = u2 
ay=3x+4 C)y= 2x + 4 e)y add, 
3. 8 
b)y=5* 4 )y=5x+4 


197.(U.F. Uberlândia-MG) No plano cartesiano, considere o círculo S descrito pela equação 
cartesiana x? + y2 = 5 e a reta r descrita pela equação cartesiana y = 2x. Assim, r inter- 
secta S nos pontos A e B. 


Considerando uma nova reta h, descrita pela equação cartesiana y = x + 1, esta reta 
intersecta S nos pontos Ae Cc. 


a) Determine os pontos A, Be C. 
b) Determine a área do triângulo de vértices A, Be C. 


198.(UF-AL) A figura a seguir ilustra os gráficos da circunferência com equação 
x2+y2 — 6x + 2y — 17 = 0, da reta com equação x — y + 2 = O e da circunferência que 
tem um diâmetro com extremos nas interseções da reta e da circunferência anteriores. 
Qual das alternativas a seguir é uma equação da circunferência, em tracejado na ilus- 
tração, que tem um diâmetro com extremos nas interseções da reta e da circunferência 
dadas? 


Tangência 


199. (UF-CE) A equação da circunferência com centro no ponto (2, 3) e tangente à reta de 
equaçãox + 2y —- 3 =0é: 
a) (= dy — 2 = 18 dt -2Phy-sres 
bj = 28 + | =-5=48 e t-3P+iy-2P=s 
co) x +y2 = 13 
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200.(Fuvest-SP) No plano cartesiano Oxy, a reta de equação x + y = 2 é tangente à circun- 
ferência C no ponto (0, 2). Além disso, o ponto (1, O) pertence a C. Então, o raio de C é 


igual a: 
; 342 ' 5y2 ' 7N2 E 92 , 112 
13 a 1 1 13 


2041.(UE-CE) Uma circunferência, cujo centro está localizado no semieixo positivo dos x, é 
tangente à reta x + y = 1 e ao eixo dos y. A equação desta circunferência é: 


degi=- ss co) 2 +y2 2x 


2+1 RA 
2 x 


bx2+y--—— =0 d) x2 + y2 — —E — 
[D+ "oa 


202.(UF-CE) Em um sistema cartesiano de coordenadas, o valor positivo de b tal que a reta 
y=x+ b é tangente ao círculo de equação x) + y2 = 1 é: 


a) 2 b) 1 o) 2 e)3 


1 
d) — 
2 
203.(UE-CE) A equação da circunferência cujo centro é o ponto (5, 1) e que é tangente à reta 
4x —-3y—-2=0,é: 
y2+ 10x+ 2y+26=0 c)x2+y2 + 2x+ 10y—- 26 =0 
b)x2+y2—- 10x—- 2y+17=0 d)x2+y2—- 2x— 10y—-17=0 


204.(FGV-RJ) No plano cartesiano, a reta tangente à circunferência de equação x2 + y2 = 8, 
no ponto P de coordenadas (2, 2), intercepta a reta de equação y = 2x no ponto: 


des) 065) ob) oG5) 963 


205. (FGV-SP) Uma circunferência de raio 3, situada no 1º quadrante do plano cartesiano, é 
tangente ao eixo y e à reta de equação y = x. Então, a ordenada do centro dessa circun- 
ferência vale: 


a)3/2-1 b)2N3 +41 co)3N2 +42 d2/3+3 eJ3/2+3 


206. (Fuvest-SP) No plano cartesiano, os pontos (0, 3) e (—1, O) pertencem à circunferên- 


cia C. Uma outra circunferência, de centro em [+ 4) é tangente a C no ponto (0, 3). 


Então, o raio de C vale: 
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207.(ITA-SP) Considere as circunferências C,:(x— 4)2 + (y— 3)2=4€eC,:(x— 102 +(y— 11)2 = 
= 9. Seja r uma reta tangente interna a C, e Cs, isto é, r tangencia C, e C, e intercepta 
o segmento de reta 0,0, definido pelos centros O, de C, e O5 de Cs. Os pontos de tan- 
gência definem um segmento sobre r que mede: 


a) 5V3 b) 445 c) 3/6 d) 


— e) 9 

208. (UF-RS) Considere o círculo de centro O e de equação x2 + y2 = 4 e a reta que passa 
pelo ponto A = (0, 6) e é tangente ao círculo em um ponto B do primeiro quadrante. 
A área do triângulo AOB é: 


a) 442 b) 6 c) 6/2 d) 8 e) 8/2 


209. (Fatec-SP) Em um sistema de eixos cartesianos ortogonais, seja o ponto A, de abscissa 
x = 3 + 5, pertencente à circunferência de equação x2 + y2 — 6x — 8y + 16 = 0. 
Se a ordenada de A é a maior possível, a equação da reta r, tangente à circunferência 


ema, é: 
a)2x-V5y-6=0 a) V5x—2y- 3/5 -1=0 
b)2x— V5y—- 6+4N5=0 e) V5x+2y- 3/5 -17=0 


o) (1-V5x-3y+20+2/5=0 


210. (Unicamp-SP) No desenho ao lado, a retay = ax (a > 0) e 
a reta que passa por Be C são perpendiculares, intercep- 
tando-se em A. Supondo que B é o ponto (2, 0), resolva as 
questões abaixo. 


a) Determine as coordenadas do ponto C em função de a. 


b) Supondo, agora, que a = 3, determine as coordenadas 
do ponto A e a equação da circunferência com centro em A 
e tangente ao eixo x. 


2141. (Unicamp-SP) Um círculo de raio 2 foi apoiado sobre as retas y = 2x e y = = conforme 
mostra a figura abaixo. y 
x 
a) Determine as coordenadas do ponto de tangência entre o círculo e a reta y = = 


b) Determine a equação da reta que passa pela origem e pelo ponto C, centro do círculo. 
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212.(ITA-SP) Dadas a circunferência C: (x — 32 + (y— 12 = 20 earetar:3x—- y +5=0, 
considere a reta t que tangencia C, forma um ângulo de 45º com r e cuja distância à 


origem é REA Determine uma equação da reta t. 


213.(Mackenzie-SP) Com relação à reta que passa pela origem e é tangente à curva 
(x— 3)2 + (y — 4)2 = 25, considere as afirmações: 


I. é paralela à reta 3x — 4y = 25. 
Il. é paralela à bissetriz dos quadrantes pares. 
Ill. é perpendicular à reta 4x — 3y = 0. 
Dessa forma, 
a) somente | está correta. d) somente Ie Ill estão corretas. 
b) somente Il está correta. e) |, Ile Ill estão incorretas. 
c) somente Ill está correta. 


214.(U.F. Juiz de Fora-MG) No plano cartesiano, seja À a circunferência de centro C = (3,5) e 
raio 4 e seja ra reta de equação y = —x + 6. 


a) Determine todos os valores de x para os quais o ponto P = (x, y) pertence à reta r e 
está no interior da circunferência À. 


b) Encontre a equação cartesiana da circunferência A, concêntrica à circunferência À e 
tangente à reta r. 


215.(UF-GO) Na figura abaixo, as circunferências C, e C, são tangentes entre si e ambas tan- 


3 


gentes às retas de equações y = 3, ey=-+. 


3 


Calcule a equação da circunferência C,, sabendo que o ponto (1, 0) é o centro da circun- 
ferência C4. 


216. (UF-CE) Dada a circunferência C: x? — 2x + y2 = 24 no plano cartesiano xy. 
a) Verifique que o ponto P(4, 4) pertence a essa circunferência. 
b) Determine a equação da reta tangente à circunferência no ponto P(4, 4). 
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217.(ITA-SP) Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferências C, e C5, que se tangen- 
ciam exteriormente em P = (5, 10). O ponto Q = (10, 12) é o centro de C,. Determine o 
raio da circunferência C,, sabendo que ela tangencia a reta definida pela equação x = y. 


218.(ITA-SP) Considere as n retas: 
ny=mx+10,i=1,2,..,nn=o5, 
em que os coeficientes m;, em ordem crescente de i, formam uma progressão aritmética 


de razão q > 0. Sem, = 0 e a reta rs tangencia a circunferência de equação x2 + y? = 25, 
determine o valor de q. 


219. (Unesp-SP) Escreva as equações das retas que sejam, ao mesmo tempo, perpendicula- 
res à reta x = y e tangentes à circunferência (x — 12 + (y—- 12 =2, 


220.(UF-GO) Considere duas circunferências no plano cartesiano descritas pelas equações 
x +y2=10e(x— x92 + (y — yo)? = 1. Determine o ponto P(xo, yo) para que as duas 
circunferências sejam tangentes externas no ponto A(3, 1). 


2241. (UF-ES) São dadas três retas r, s e t no plano cartesiano. A reta r intersecta o eixo-x no 
ponto de abscissa 7 e intersecta o eixo-y no ponto de ordenada 14. A reta s é perpendi- 
cular a r e intersecta o eixox no ponto de abscissa 3. A reta t é paralela a s e intersecta 
o eixo-y no ponto de ordenada 5. Determine: 

a) as equações das retas r, set; 
b) a equação da circunferência que é tangente à reta s, que tem centro sobre a reta t e 
que possui um diâmetro contido na reta r. 


222.(UF-ES) Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, considere os pontos 
A(1, 5), B(3, 1) e C(O, 17). Determine: 
a) a equação da reta r que passa por A e B; 
b) a equação da reta s que passa por C e é paralela a r; 
c) a equação da circunferência que passa por A e Be é tangente a s. 


223.(UF-MS) Desenhando-se uma determinada circunferência no sistema cartesiano ortogo- 
nal, ela tangencia o eixo das abscissas O, em x = V147 e também tangencia a reta 
y= 3x. Sabendo-se que nenhum ponto da circunferência tem coordenadas negativas, 
qual é o raio dessa circunferência? 


224. (UF-GO) Dadas as circunferências de equações x +y2 —-4y=0ex2—-y2 —- 4x —-2y+4=0, 
em um sistema de coordenadas cartesianas, 


a) esboce os seus gráficos; 


b) determine as coordenadas do ponto de interseção das retas tangentes comuns às 
circunferências. 


os Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


225.(Fuvest-SP) As circunferências C, e C5 estão centradas em O, e O,, têm raios rn, = 3 e 


rt, = 12, respectivamente, e tangenciam-se externamente. Uma reta t é tangente a C, no 
ponto P,, tangente a C, no ponto P5 e intercepta a reta 0,05 no ponto Q. Sendo assim, 
determine: 


a) o comprimento P,P5; 
b) a área do quadrilátero 0,05P5P4; 
c) a área do triângulo QO5Ps. 


226. (Fuvest-SP) No plano cartesiano Oxy, a circunferência C tem centro no ponto A = (—5, 1) 


e é tangente à reta t de equação 4x — 3y — 2 = O em um ponto P. Seja ainda Q o ponto 
de interseção da reta t com o eixo Ox. 


Assim: 

a) Determine as coordenadas do ponto P. 

b) Escreva uma equação para a circunferência C. 
c) Calcule a área do triângulo APQ. 


227.(Fuvest-SP) São dados, no plano cartesiano de origem O, a circunferência de equação 


x2+y2=5,0 ponto P = (4, 3) e a reta s que passa por P e é paralela ao eixo y. Seja E 
o ponto de ordenada positiva em que a reta s intercepta a circunferência. 


Assim sendo, determine: 
a) a reta tangente à circunferência no ponto E. 
b) o ponto de encontro das alturas do triângulo OPE. 


228.(UF-BA) Sendo r a reta no plano cartesiano representada pela equação 2x + 3y = 5, 


7 


I 


correto afirmar: 


(01) A reta paralela à reta r que passa pelo ponto (—3, 0) pode ser representada pela 
equação 2x + 3y = —6. 

(02) A reta perpendicular à reta r que passa pela origem pode ser representada pela 
equação —3x + 2y = O. 

(04) Para cada c ER — Bl existe uma única circunferência com centro (c, O) que é 
tangente à reta r. 

(08) O triângulo cujos vértices são a origem e os pontos de interseção da reta r com os 


eixos coordenados tem área igual a > unidades de área. 


(16) A imagem de reta r pela rotação de ângulo de 60º, em torno do ponto (>. 0) no 
sentido anti-horário, coincide com o eixo das abscissas. 


(32) Dado um ponto (a, b) É r, existem infinitas circunferências de centro (a, b) que inter- 
ceptam r. 
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Cônicas 


229. (UF-AM) A equação que melhor representa o gráfico da elipse abaixo é: 
a) 4x2 + 9yº — 32x — 54y + 109 = 0 

b) 4x2 + 9y2 — 54x — 32y + 109 = O 
c) 9x2 + 4y2 — 54x — 32y + 144 = 0 
) 
) 


9x? + 4y2 — 32x — 54y + 144 = 0 
e) 4x2 + 9y2 — 24x — 72y + 144 = 0 


230. (ITA-SP) Os focos de uma elipse são F,(O, —6) e Fo(O, 6). Os pontos A(O, 9) e B(x, 3), 
x>0, estão na elipse. A área do triângulo com vértices em B, F, e F, é igual a: 


a) 22410 b) 18/10 c) 15/10 d) 12/10 e) 6/10 


231. (UF-MA) Deseja-se construir uma elipse que tenha os dois focos situados no eixo x. Um 
desses focos deve ser o ponto (3, 0). Essa elipse deve passar pelos pontos (0, 2) e 
(7, —2). Quantas elipses assim podem ser construídas? 
a) exatamente uma c) exatamente duas e) infinitas 


b) nenhum d) exatamente três 


232.(UF-TO) Considere R o conjunto dos números reais e b E R. Encontre os valores de b, 
2 
tais que no plano cartesiano xy a reta y = x + b intercepta a elipse = +y2 = 1 emum 


único ponto. A soma dos valores de b é: 


a) O b) 2 o) 245 d) V5 e) —245 


233.(Unesp-SP) Suponha que um planeta P descreva uma órbita elíptica em torno de uma 
estrela O, de modo que, considerando um sistema de coordenadas cartesianas orto- 
gonais, sendo a estrela O a origem do sistema, a órbita possa ser descrita aproxima- 
2 y2 

na + Rr ARNS 

damente pela equação 100 25 


representa a estrela O, a órbita descrita pelo planeta e sua posição no instante em que 


= 1, com x e y em milhões de quilômetros. A figura 


T 
a 

y (milhões de km) 
B(o, 5) 


o ângulo PÔA mede 


A(10, 0) x (milhões de km) 


A distância, em milhões de km, do planeta P à estrela O, no instante representado na 
figura, é: 


a) 245 b) 2410 c) 5V2 d) 10V2 e) 5/10 
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234. (UF-PB) A secretaria de infraestrutura de um município contratou um arquiteto para fa- 
zer o projeto de uma praça. Na figura a seguir, está o esboço do projeto proposto pelo 
arquiteto: uma praça em formato retangular medindo 80 m x 120 m, onde deverá ser 
construído um jardim em forma de elipse na parte central. 


CD. 
NE a 


120m 


Estão destacados na figura os segmentos AC e BD que são, respectivamente, o eixo 
maior e o menor da elipse, bem como os pontos F, e F,, que são os focos da elipse onde 
deverão ser colocados dois postes de iluminação. 


Com base nessas informações, conclui-se que a distância entre os postes de iluminação 
será, aproximadamente, de: 


a) 68m b) 72m c) 76m d) 80m e) 8m 


235. (Unesp-SP) A figura mostra a representação de algumas das ruas de nossas cidades. 
Essas ruas possuem calçadas de 1,5 m de largura, separadas por uma pista de 7 m de 
largura. Vamos admitir que: 


I. os postes de iluminação projetam sobre a rua uma área iluminada na forma de uma 
elipse de excentricidade 0,943; 


Il. o centro dessa elipse encontra-se verticalmente abaixo da lâmpada, no meio da rua; 
Ill. o eixo menor da elipse, perpendicular à calçada, tem exatamente a largura da rua 
(calçadas e pista). 

Se desejarmos que as elipses de luz se tangenciem nas extremidades dos eixos maiores, 
a distância, em metros, entre dois postes consecutivos deverá ser de aproximadamente: 


Dados: 0,943? = 0,889 e 0,111 = 0,333 


a) 35 b) 30 c) 25 d) 20 e) 15 
236. (UF-MA) Considere o conjunto 


x? y? 
z=[=x+iy|x,y e Rcom(£) +(2) =a) 
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onde0O<b<a.Sezo=xXo + iyo comxo,yo>0€e0€ ho, z, então o gráfico que melhor 


representa o conjunto W = (zo + z(cos 0 + isen 9) |z E Z) é: 
d) 


a) 


237.(UF-CE) No plano cartesiano, a hipérbole xy = 1 intersecta uma circunferência 1 em qua- 
tro pontos distintos A, B, C e D. Calcule o produto das abscissas dos pontos A, B, Ce D. 


238.(UF-PB) Em certo sistema marítimo de navegação, duas estações de rádio, localizadas 
na costa, nos pontos A e B, transmitem simultaneamente sinais de rádio para qualquer 
ponto onde está localizada uma embarcação que recebe esses sinais, o computador de 
bordo da embarcação calcula a diferença, PA — PB, das distâncias da embarcação a cada 
uma das estações. 


Um navio que estava ancorado no mar recebeu o sinal da estação localizada em B e, 
120 microssegundos (us) depois, recebeu o sinal da estação localizada em A, conforme 
a figura a seguir. 

Considere as estações de rádio e o ponto P onde esse navio estava ancorado como pon- 
tos de um plano cartesiano, onde a unidade de comprimento é o quilômetro e A(—30, 0) 
e B(30, 0). Nesse contexto, é correto afirmar que a hipérbole com focos nos pontos A e 
B e que contém o ponto P tem como equação a expressão: 
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Dados: 1 s = 10º us 
A velocidade do sinal de rádio é 
de 300000 km/s. 


2 2 
am Bro! 


2 o yo. 
“289 69571 


239.(FGV-SP) A equação de uma hipérbole equilátera cujas assíntotas são paralelas aos eixos 
x e y pode ser expressa na forma: (x — hJ(y — k) = C, em que (h, k) é o centro da hipér- 
bole,easretasx = hey = k são as assíntotas. 


As assíntotas vertical e horizontal da hipérbole de equação xy + x — 3y — 2 = O são, 


respectivamente: 
ax=-ley=83 c)x=3ey=-1 ejx=3ey=1 
bx=-3ey=-1 d)x=-3ey=1 


240. (ITA-SP) Dada a cônica À: x2 — y2 = 1, qual das retas abaixo é perpendicular à À no ponto 


P=(2,3)? 
a)y = 3x — 1) 9 y= 2 + 1) gy="5-4) 
byy= Ex 9y= 26-17) 


2441. (U.E. Londrina-PR) O vértice, o foco e a reta diretriz da parábola de equação y = x? são 


dados por: 
a) vértice: (O, 0); foco: (o, 5) reta diretriz: y = (5) 
b) vértice: (O, 0); foco: (o, 5) reta diretriz: y = 5) 


c) vértice: (O, 0); foco: (O, 1); reta diretriz: y = —1 
d) vértice: (O, 0); foco: (O, —1); reta diretriz: y = 1 
e) vértice: (O, 0); foco: (O, 2); reta diretriz: y = —2 


242.(PUC-RS) Os pontos A(—1, y,) e B(2, y5) pertencem ao gráfico da parábola dada por y = x?2, 
A equação da reta que passa por A e B é: 


aax-y+2=0 c)3x-—-y+4=0 e) 3x +y— 10 = 0 
b)x—y—2=0 d)3x—y—4=0 
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243. (PUC-SP) Relativamente à função quadrática f, dada por f(x) = ax? + bx + c, em que a, 
be c são constantes reais, sabe-se que o valor mínimo é —4; seu gráfico tem o eixo 
das ordenadas como eixo de simetria e a distância entre as raízes é 8. Assim sendo, a 


equação da reta que contém o ponto (a; c) e tem inclinação de 135º é: 
a) 2x+ 2y + 15 = 0 c) 4X + 4y + 15 = 0 e) 4x + 4y+3=0 
b)2x— 2y — 15 = 0 d)4x— 4y —-3=0 


244. (UF-BA) Dados os pontos P(—1, 2) e Q(1, 2), determine o par de coordenadas cartesianas 
de cada ponto S da parábola y = 2x2, de abscissa x + +1, de modo que as retas SP e SQ 
sejam perpendiculares. 


245. (UE-CE) A reta y = x + 2 intercepta o gráfico da função f: R > R, definida por f(x) = x2, 
nos pontos x = (x, yy)e w = (x,, y5). Se y = (xo, 0) e z = (xy, 0), então a medida da área 
do quadrilátero XWYZ, em unidades de área (u.a.), é: 


11 13 15 17 
a) 2 ua. b) 2 ua. c) 2 ua. d) 2 ua. 


246. (Unifesp-SP) Considere a função f:R > R,a-f(x)=a:-(xX—-x,a €ER,a>0,ePum pon- 
to que percorre seu gráfico. Se a distância mínima de P à reta de equação y = —2 é igual 


a 8 conclui-se que a vale: 
= b) 2 E d a 8 
a) 2 ) c) 2 ) 2 e) 


247.(ESPM-SP) No plano cartesiano, uma reta de coeficiente angular 1 intercepta a parábola 
de equação y = x? — 2x + 4 nos pontos A e V, sendo V o vértice da mesma. O compri- 
mento do segmento AV é igual a: 


a)1 b) 2 c) 5 a) V3 e) V2 


248. (PUC-RJ) A reta x + y = O corta a parábola y = x2 — 8 em dois pontos (xo, Yo) € (X4, Y4). 
Quanto vale yo + y4? 


a) —8 b) —1 c) O d) 1 e)8 

249. (UE-CE) Se a reta r, tangente à circunferência x? + y2 = 1 no ponto Ee 2) inter- 
cepta a parábola y = x? + 1 nos pontos (x,, y4) € (xp, Y5), então xy - xp é igual a: 
a) —2 b) —1 o) -1— 2 d) 1-2 


250. (Fatec-SP) As interseções das curvas de equações x) + y2 — 7x —- 9=0ey2=x+2 
são vértices de um polígono. A equação da reta traçada pela interseção das diagonais 
desse polígono, e paralela à reta de equação 2x — y + 3 = 0, é: 
a)x+2y-—-2=0 O) x—-y+4=0 e)2x—-y+2=0 
b)x+2y+2=0 d)2x—y—- 2 =0 
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a 
251. (UF-RS) Ligando-se os pontos de interseção das curvas ey = o — 2x, obtém-se um: 
a) ponto c) triângulo e) pentágono 


b) segmento de reta d) trapézio 


252.(UF-CE) Encontre as equações das retas tangentes à parábola y = x? que passam pelo 


ponto (0, —1). 
y 
253. (U.F. Pelotas-RS) O gráfico ao lado representa a função: N 
fx) =x2— 5x+ 6 
Com base nessas informações é correto afirmar que 
a equação da circunferência que passa em B e tem 
centro em A é: 
a) (x— 6) +y = 45 d(x—-62+y2=9 
b)x+(y-—-62=9 e)x+(y-32=9 
o)xX+(y-62=45 x 


254.(ITA-SP) A distância entre o vértice e o foco da parábola de equação 2x2 — 4x — 4y+3=0 
é igual a: 


a) 2 b) 5 6) d) e) - 


pjw 


255.(UF-PE) Seja f(x) = x? + 4x + 1, com x sendo um número real. Seja R a região que con- 
siste dos pontos (x, y) do plano que satisfazem f(x) + f(y) = 10. Indique o inteiro mais 
próximo da área de R. Dado: use a aproximação 1 = 3,14. 


256.(FGV-SP) A parábola dada por f(x) = Ax2 + Bx+ C, com A, Be C reais, A O, tem vértice 
de coordenadas (M, N), com M e N reais. Essa parábola foi refletida pela reta y = K real, 
sendo agora definida por g(x) = Dx? + Ex + F, com D, E e F reais. Em tais condições, 
A+B+C+D+E+ Fé iguala: 


a) 2A b) 2K c) 2M d) 2N e) 2(M + N) 
257. (UF-BA) Sendo f: RS R,g: RS5SR,h: R5 0, +ole q:10, +v[> R as funções definidas 

por f(x) = x2— 5x, gx) = 3x — 1, h(x) = 2Xe a(x) = —logo x, é correto afirmar: 

01) A função h é a inversa da função —q. 


02 
04 
08 
16 
32 


A função q é crescente. 
O conjunto imagem da função g o h é ]-v, 1T. 
Os gráficos das funções f e g se intersectam em exatamente dois pontos. 


( 
( 
( 
( 
( Para qualquer x > 5, tem a(f(x)) = q(x) + q(x — 5). 
( 


DDD 


O perímetro do triângulo cujos vértices são a origem do plano cartesiano e os pontos de 


interseção do gráfico da função g com os eixos coordenados é igual a —— U.C. 
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258. (Mackenzie-SP) Os pontos A e B pertencem, respectivamente, às curvas y, = X2 + 1 e 
y2 = —x2 + 3x — 2. O menor comprimento possível do segmento AB, paralelo ao eixo y, é: 
13 14 15 16 17 


de= D)“g 3) “g 8 dE 


d) 


259.(UF-RS) Determine a equação da parábola que passa pelo ponto P, = (0, a) e é tangente 
ao eixo x no ponto P; = (a, 0), sabendo que a distância de P, a P5 é igual a 4. 


260. (ITA-SP) Considere a parábola de equação y = ax2 + bx + c, que passa pelos pontos 
(2,5), (—-1, 2) etal que a, b, c forma, nesta ordem, uma progressão aritmética. Determine 
a distância do vértice da parábola à reta tangente à parábola no ponto (2, 5). 


2641. (UF-MS) Um projétil é lançado a partir de uma altura de 11 metros, e sua trajetória tem 
a forma de uma parábola de equação h(x) = c + bx — x2, que determina sua altura h 
(na vertical, em metros) em função de sua distância x do ponto inicial O no solo (na ho- 
rizontal, em metros). No mesmo instante e lugar do lançamento do projétil, uma bala é 
lançada em linha reta cuja equação é dada por H(x) = mx + n, que determina sua altura 
H (na vertical, em metros) em função de sua distância x do ponto inicial O no solo (na 
horizontal, em metros). A bala alcança o projétil num ponto P a 35 metros na vertical e 6 
metros na horizontal, como na figura a seguir. 


35 pena qrnsasinass R 


" 
Ed 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

6 


A partir dos dados fornecidos, assinale a(s) afirmação(ões) correta(s). 

(001) O valor de (b + c) é igual a 20. 

(002) O coeficiente angular da reta que define a trajetória da bala é igual a 4. 
(004) O coeficiente linear da reta que define a trajetória da bala é igual a 11. 
(008) A altura máxima, atingida pelo projétil na vertical, é de 40 metros. 
( 


016) Supondo que a bala não fosse lançada, então a distância do ponto de partida, na 
horizontal, que o projétil atingiria o solo seria de x = 11 metros. 
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262.(UF-RS) Considere, na figura ao lado, a re- 
gião sombreada limitada por uma reta e 
pelo gráfico de uma função quadrática. 


As coordenadas dos pontos (x, y) dessa re- 
gião verificam as desigualdades: 


aJx2-4x+ti<y<1-«x 
b)xX2-x+42y=1-x 


) 
c)xX—-2x+1<y<1-x 
dx2-4x-1zy=1-«x 
e)Jx2-2x+1z=y=z1-«x 


263.(UF-MA) No plano cartesiano, como se vê na figura abaixo, uma parábola intersecta a cir- 
cunferência x? + y2 = 1 nos pontos A e B, e passa pela origem do sistema de coordena- 
das. Além disso, o eixo de simetria da parábola é perpendicular ao eixo x. Se o segmento 
AB é o lado de um triângulo equilátero inscrito na circunferência, qual é a equação da 


parábola? 

a 28 (2+5 y Bo -m) 
by 2262) o 23x 

c) aEi (x2 + x) 


264. (UE-RJ) A foto abaixo mostra um túnel cuja entrada forma um arco parabólico com base 
AB = 8me altura central OC = 5,6 m. 


GRUPO KEYSTONE 


HEINZ-DIETER FALKENST/IMAGEBROKER/ 
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Observe, na foto da página anterior, um siste- 
ma de coordenadas cartesianas ortogonais, 
cujo eixo horizontal Ox é tangente ao solo e 
o vertical Oy representa o eixo de simetria da 
parábola. 


Ao entrar no túnel, um caminhão com altura 
AP igual a 2,45 m, como ilustrado ao lado, 
toca sua extremidade P em um determinado 
ponto do arco parabólico. 


DOUG BERRY/E+/GETTY IMAGES 


Calcule a distância do ponto P ao eixo vertical 
Oy. 


2,45 m 


265.(UF-GO) A região do plano cartesiano, destacada na figura abaixo, é determinada por uma 
parábola com vértice na origem, e duas retas. 
Esta região pode ser descrita como o conjunto dos pares ordenados (x,y) E Re R, sa- 
tisfazendo: 
x2 xXx, 3 2 xXx, 3 
a) ESESZE TS rs Cc) -2<x<2e4x <y=< 1 o 
x2 Xx,3 
b) —2 SIS Sa 


266. (UF-ES) Em uma competição de tiro, um alvo é lançado 
a partir do ponto B e percorre uma trajetória parabólica. 
Um competidor situado no ponto A atira na direção da 
reta re acerta o alvo no ponto P, conforme a figura plana 
esboçada ao lado. 


a) Sabendo que a distância do competidor ao lado do 
lançamento do alvo é de 24 m e que a altura máxima 
da trajetória do alvo é de 16 m, determine a equação da 
parábola que descreve a trajetória do alvo. 


b) Sabendo que o competidor atirou formado um ângulo 
a = 30º com a horizontal, determine as coordenadas car- 
tesianas do ponto P. 
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267.(UF-PE) Na ilustração ao lado temos par- 


QUESTÕES DE VESTIBULARES 


te dos gráficos da parábola com equação 
y=-x2+ 6x — 5e da reta não vertical que 
passa pelo ponto com coordenadas (2, 3) e 
que intercepta a parábola em um único ponto. 
Qual das seguintes é uma equação da reta? 


a)y=2x—1 d)y=x+1 
b)y=3x—3 ejy=-—x+5 
c)y=4x—5 


268. (FGV-SP) Na parte sombreada da figura, as extremidades dos segmentos de reta parale- 


269. (UF-PE) A curva da figura ao lado representa parte do 


7 


I 


los ao eixo y são pontos das representações gráficas das funções definidas por f(x) = x2 
e g(x) = x+ 6, conforme indicado. 


A medida do comprimento do maior desses segmentos localizado na região indicada na 
figura é: 
a) 6 b) 6,25 c) 6,5 d) 6,75 e)7 


conjunto dos pontos (x, y) que satisfazem a equação 
y2-4y-4=0 

Com base nesses dados, analise as afirmações se- 
guintes. 


0-0) Para cada y real, existe um real x tal que (x, y) 
está na curva. 

1-1) A curva é o gráfico da função y = 2+2vx+ 1, 
com domínio os reais = —1. 


2-2) A parte da curva em traço pontilhado ilustra o gráfico da função y = 2 + 2yx +41, 
com domínio os reais = —1. 


3-3) A parte da curva em traço contínuo ilustra o gráfico da função y = 2 — 2yx + 1, 
com domínio os reais = —1. 


4-4) Não é possível expressar x como função de y. 
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270.(UF-PB) O Governo pretende construir armazéns com o intuito de estocar parte da pro- 
dução da safra de grãos, de modo que não haja desperdícios por situações adversas. 
A seção transversal da cobertura de um desses armazéns tem a forma de um arco de 
circunferência, apoiado em colunas de sustentação que estão sobre uma viga. O compri- 
mento dessa viga é de 24 m e o comprimento da maior coluna de sustentação é de 8 m, 
conforme a figura a seguir. 


24m 


Considerando um sistema cartesiano de eixos ortogonais xy, com origem no ponto C, de 
modo que o semieixo x positivo esteja na direção CD e o semieixo y positivo apontando 
para cima, é correto afirmar que a equação da circunferência que contém o arco CD da 
seção transversal do telhado, com relação ao sistema de eixos xy, é dada por: 


a) (x— 122 + (y + 5)2 = 169 d) (x— 122 + (y + 6)? = 180 
b) xX-122+(y- 72 = 193 e) (x- 122 + (y— 5)2 = 169 
c) (x— 122 + (y— 6)? = 180 


271. (UF-PE) A figura abaixo ilustra a parábola com equação y = —x2 + 4x e uma circunferência 
de raio re centro (2, a). O único ponto comum a ambas é o vértice da parábola. O gráfico 
da circunferência está entre o eixo das abscissas e o gráfico da parábola, exceto pelo 
ponto comum à circunferência. Assinale a + r: 


272.(UF-RN) Na construção de antenas parabólicas, os fabricantes utilizam uma curva, cons- 
truída a partir de pontos dados, cujo modelo é uma parábola, conforme a figura abaixo: 


LETTERA STUDIO 


parábola 
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Uma fábrica, para construir essas antenas, utilizou como modelo a curva que passa pe- 
los pontos de coordenadas (0, 0), (4, 1), (—4, 1). 


Outro ponto que também pertence a essa curva tem coordenadas: 


ob) ob) ata) o(ad) 


273.(UF-PR) Alguns telescópios usam espelhos parabólicos, pois essa forma geométrica refle- 


te a luz que entra para um único ponto, cnamado foco. O gráfico de y = x?, por exemplo, 
tem a forma de uma parábola. A luz que vem verticalmente, de cima para baixo (parale- 
lamente ao eixo y), encontra a parábola e é refletida segundo a lei de que o ângulo de 
incidência é igual ao ângulo de reflexão. Essa lei implica que os raios de luz verticais, 
encontrando a parábola no ponto (a, a?), serão refletidos na direção da reta 


4ay+(1-—- 4a2x=a 


(a, a?) 
(0, 0) 


Sendo assim, calcule o ponto em que os raios de luz verticais refletidos em (1, 1) e 
(2, 4) se encontrarão. 


274.(Fuvest-SP) No plano cartesiano Oxy, considere a parábola P de equação y = — 4x? + 8x + 12 


e a reta r de equação y = 3x + 6. Determine: 


a) Os pontos A e B, de interseção da parábola P com o eixo coordenado Ox, bem como o 
vértice V da parábola P. 


b) O ponto C de abscissa positiva, que pertence à interseção de P com a reta r. 
c) A área do quadrilátero de vértices A, B, Ce V. 


275.(UF-PB) Uma parábola, ao ser girada em torno de seu eixo de simetria, gera uma super- 


7 


I 


fície parabólica (paraboloide de revolução). Expondo-se uma superfície parabólica es- 
pelhada aos raios solares, esses raios são refletidos e convergem para o foco. Essa 
propriedade está na base do funcionamento dos chamados concentradores solares, cuja 
finalidade é captar a energia solar incidente numa superfície parabólica, relativamente 
grande, e concentrá-la numa área menor (foco), de modo que a temperatura desse foco 
aumente substancialmente. 


A figura, a seguir, representa uma seção transversal de um concentrador solar que está 
sendo projetado por um técnico. 
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Nessa figura, os pontos V e F representam o vértice e o foco da parábola (seção trans- 
versal do concentrador solar). 

Sabendo-se que AB = 6m e AD = BC = 2,25 m, conclui-se que a distância h do vértice 
V ao foco F será de: 


a) 1,00 m b) 1,25 m c) 1,50 m d) 1,75 m e) 2,00 m 


276.(UF-PB) Uma empresa de telefonia celular mapeou sua área de cobertura em certa cida- 
de, utilizando o plano cartesiano. Devido às características do relevo e do planejamento 
urbano da cidade, na região exterior à circunferência de equação x? + y2 = 81 não há 
recepção de sinal e, nas demais regiões, a recepção do sinal ficou classificada conforme 
a figura abaixo. y=6+% 


LEGENDA 


[ ] Recepção boa 


[ ] Recepção média 
0] Recepção ruim 


Nesse contexto, identifique as afirmativas corretas: 
Il. O ponto (1, 1) está na região de recepção boa. 
Il. O ponto (5, 1) está na região de recepção ruim. 


HI. A localidade delimitada pela região retangular de vértices (4, 6), (4, 10), (12, 10) e 
(12, 6) está parcialmente contida na região de recepção boa. 

IV. A localidade delimitada pelo quadrado de vértices (1, —1), (—1, —1), (-1, 1) e (1,1) 
está totalmente contida na região de recepção boa. 


V. A localidade delimitada pelo retângulo de vértices (—1, 1), (1,1), (-1,8) e (1,8) 
possui pontos de recepção boa, recepção média e recepção ruim. 
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271. (U.F. São Carlos-SP) A figura indica a representação 
gráfica, no plano cartesiano ortogonal xOy, das funções 
y=x22+2x-5Dexy=6. 


Sendo P, Qe R os pontos de interseção das curvas, e p, 
q eras respectivas abscissas dos pares ordenados que 
representam esses pontos, então p + q + r é igual a: 


2 3 
a) “3 c) 2 e) —3 
b) —1 d) —2 


Lugares geométricos 


278.(FGV-SP) A representação gráfica da equação (x + y)2 = x? + y2 no sistema cartesiano 


ortogonal é: 

a) o conjunto vazio d) um par de pontos 
b) um par de retas perpendiculares e) um círculo 

c) um ponto 


279.(PUC-RS) O lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que têm como característica 
abscissa igual a ordenada coincide com a representação da função f definida por: 


afiy=1 c) f(x) = x2 e) f(x) = 5 
b) f(x) = x d) f(x) = x? 


280. (FGV-SP) Associe cada equação ao gráfico que forma: 
x—1 = 
LAS de y 5 
lx —-1=0 
W.x2—-1=y 
V.xº + 2yº = 
V.x —-y2=-—1 
a) uma parábola c) uma hipérbole e) duas retas paralelas 


=0 


b) uma elipse d) uma reta 
As associações corretas são: 


al—-d;ll-ell-cIV-a;V-—d 
D) |-= dj Il-=:65 1], — ás IV — DEV — é 
c)I-b;ll-ell-d;IV—b;V-—c 
9) | dII=:a;]] = cr IV =: V =: 
eJjl-ell-d;ll-b;IV—-cV-—a 
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281. (UF-PR) Alguns processos de produção permitem obter mais de um produto a partir dos 
mesmos recursos, por exemplo, variação da quantidade de níquel no processo de produ- 
ção do aço fornece ligas com diferentes graus de resistência. Uma companhia siderúr- 
gica pode produzir, por dia, x toneladas do aço tipo Xis e y toneladas do aço tipo Ypsilon 
utilizando o mesmo processo de produção. A equação 2x + 3y2 + 9y — 30 = 0, chamada 
de curva de transformação do produto, estabelece a relação de dependência entre essas 
duas quantidades. Obviamente deve-se supor x = 0 ey = O. Com base nessas informa- 
ções, considere as seguintes afirmativas. 


1. É possível produzir até 20 toneladas do aço tipo Xis por dia. 
2. A produção máxima de aço tipo Ypsilon, por dia, é de apenas 2 toneladas. 


3. Num único dia é possível produzir 500 kg de aço tipo Ypsilon e ainda restam recursos 

para produzir mais de 12 toneladas do aço tipo Xis. 

Assinale a alternativa correta: 

a) Somente as afirmativas 1 e 3 são verdadeiras. 

b) Somente as afirmativas 1 e 2 são verdadeiras. 

c) Somente as afirmativas 2 e 3 são verdadeiras. 

d) 
) 


e 


Somente a afirmativa 1 é verdadeira. 
Somente a afirmativa 2 é verdadeira. 


282.(ITA-SP) Sejam A: (a, 0), B: (0, a) e C: (a, a), pontos do plano cartesiano, em que a é um 
número real não nulo. Nas alternativas abaixo, assinale a equação do lugar geométrico 
dos pontos P: (x, y) cuja distância à reta que passa por A e B é igual à distância de P ao 


ponto C. 

ax2+y2—- 2x — 2ax— 2ay + 382 =0 
b)x2+y2+2x+ 2ax+ 2ay+ 322 = 0 
c)x+y2-2xy+2ax+ 2ay+ 382 =0 
d)x2+y2— 2x — 2ax— 2ay — 322 = 0 
e)x2+y2+2xy-— 2ax— 2ay —- 322 = 0 


283.(ITA-SP) Dada a curva x? — 10x + y2 + 16 = O e aretax + 2 = O, determine o lugar 
geométrico dos centros das circunferências que são tangentes à reta e tangentes exte- 
riormente à curva. 


284. (UF-AM) Considerando as cônicas de equação: 
Cx +y2—-4x-4y+4=0€ 
Co: xº + y2 — 10x — 4y + 28 = 0, podemos afirmar que: 


a) As cônicas se interceptam em um único ponto. 

b) As cônicas são duas circunferências concêntricas. 

c) As cônicas são duas circunferências que se interceptam em dois pontos distintos. 

d) As cônicas são duas circunferências que não se interceptam. 
) 


e) A distância entre os centros das duas cônicas é igual a V2. 
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285. (Udesc-SC) Analise as afirmações dadas a seguir, classifique-as como verdadeiras (V) ou 
falsas (F): 


() A equação x? — 2x + y2 + 2y + 1 = O representa uma circunferência que é tangente 
tanto ao eixo das abscissas quando ao eixo das ordenadas. 

() A elipse de equação 9x2 + 4y2 = 36 intercepta a hipérbole de equação x? — 4y2 = 4 
em apenas dois pontos, que são os vértices da hipérbole. 

() O semieixo maior da elipse 9x2 + 4y2 = 36 é paralelo ao eixo real da hipérbole 


x —4y2=4, 

Assinale a alternativa que contém a sequência correta, de cima para baixo: 
a V—-V—V co) F-V-F eJV-F-F 
b)V—-V-F d)F—-F—V 


286. (UF-CE) Considere as seguintes regiões do plano cartesiano xOy: 
A=t(P(x,y);x2+y2-4x—-4y+4<0)eB=(P(x,y;j0O<y<x<4 
a) Identifique e esboce graficamente a região A. 
b) Identifique e esboce graficamente a região B. 
c) Calcule a área da região A MN B. 


287.(UE-RJ) Em cada ponto (x, y) do plano cartesiano, o valor de T é definido pela seguinte 
equação: 


e 200 


x +y2—- 4x +8 
Sabe-se que T assume seu valor máximo, 50, no ponto (2, 0). 


Calcule a área da região que corresponde ao conjunto dos pontos do plano cartesiano 
para os quais T = 20. 


288.(ITA-SP) Dados os pontos A = (0,0),B = (2,0)e C = (1, 1), o lugar geométrico dos pon- 
tos que se encontram a uma distância d = 2 da bissetriz interna, por A, do triângulo ABC 
é um par de retas definidas por: 


a) 12: N2y—- x+2N4 + 2 =0 d) nz: (N2+1)y -x+2/2+ 442 =0 


b) 2: 2y -x+2V10 FNE = 0 e)no:(N2+1)y-x+2/4 +22 =0 


c) 42:2y—- x+2N10+N2 =0 


289. (ITA-SP) No plano, considere S o lugar geométrico dos pontos cuja soma dos quadrados 
de suas distâncias à retat:x = 1 e ao ponto A = (3, 2) é igual a 4. Então, S é: 


a) uma circunferência de raio V2 e centro (2,1). 
b) uma circunferência de raio 1 e centro (1, 2). 

c 
d 
e) uma elipse de eixos de comprimento 2 e 1. 


uma hipérbole. 
uma elipse de eixos de comprimento 2N2e2. 


) 
) 
) 
) 
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290. (ITA-SP) A expressão 4e* + 9e) — 16e* — 54” + 61 = 0, comx ey reais, representa 
a) o conjunto vazio. 
b) um conjunto unitário. 


d) um conjunto com um número infinito de pontos. 


) 
c) um conjunto não unitário com um número finito de pontos. 
) 
eJoconjunto ((x, y ERZ| Ze —- 22 +33 —-32=41). 


2941. (U.F. São Carlos-SP) O gráfico esboçado representa o peso médio, em quilogramas, de 
um animal de determinada espécie em função do tempo de vida t, em meses. 


peso médio (kg) 


tempo (meses) 


a) O=<t<= 100 gráfico é um segmento de reta. Determine a expressão da função cujo 
gráfico é esse segmento de reta e calcule o peso médio do animal com 6 meses de 


vida. 

b) Para t = 10 meses a expressão da função que representa o peso médio do animal, em 
uilogramas, é P(t) = 120t — 1000 

jdltia 15-10 


Determine o intervalo de tempo t para o qual 10 < P(t) = 70. 
O texto abaixo se refere às questões 292 e 293. 


292. (FGV-SP) Um ponto pode ser descrito pelas suas coordenadas retangulares (x, y) ou pelas 
coordenadas polares (r, 6), sendo r a distância entre o ponto e a origem e 6 a medida, 
em radianos, do arco que o eixo x descreve no sentido anti-horário, até encontrar OP. Em 
geral, O = 6 = 27%. As relações utilizadas para que se passe de um sistema de coorde- 
nadas a outro são as seguintes: 
r=D2 Ty; seng = Li cos 6 = Ti tg o = — 
As coordenadas polares do ponto P(1, 1) são: 


a) (V2, q) c) (va, a) e) (va, ia 


4 2 
n(23) o(a) 
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293. (FGV-SP) A equação, em coordenadas polares, da curva cuja equação em coordenadas 
retangulares éx2 + y2 =x + y, É: 


a) r= cos 0 + sen 60 c) r= cos20 — sen 6 e)r=-2seng6 
b) 1? = cos0 + sen 6 d) 


2 cos 6 


294. (Unicamp-SP) Uma placa retangular de madeira, com dimensões 10 x 20 cm, deve ser 
recortada conforme mostra a figura abaixo. Depois de efetuado o recorte, as coordena- 
das do centro de gravidade da placa (em função da medida w) serão dadas por: 


- 400 — 15W 400 + (w — 202 
Xca(w) = “80 9w * Yce(W) = = 


em que xcg é a coordenada horizontal e ycg é a coordenada vertical do centro de gravida- 
de, tomando o canto inferior esquerdo como a origem. 


+——————s 
| 10 I 


a) Defina A(w), a função que fornece a área da placa recortada em relação a w. Determi- 


ne as coordenadas do centro de gravidade quando A(w) = 150 cm2. 
b) Determine uma expressão geral para w(Xcc), à função que fornece a dimensão w em 


Eid Eá 
relação à coordenada xcg, e calcule ycg quando xcg = 2 cm. 


295.(FGV-SP) Os pontos A(—1, 4), B(2, 3) e € não são colineares. O ponto C é tal que a área 
do triângulo ABC é 5. Nas condições dadas, o lugar geométrico das possibilidades de C 
é representado no plano cartesiano por um(a): 


a) par de pontos distantes 25 um do outro. 
b) reta perpendicular a AB que passa por (a, o) 


c) reta perpendicular a AB que passa por a 5) 
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d) par de retas paralelas distantes 3 uma da outra. 
e) par de retas paralelas distantes 22 uma da outra. 


296. (UF-MG) Um triângulo equilátero ABC, cujo lado mede 1 cm, é colocado sobre um plano 
cartesiano, de modo que, inicialmente, o lado AC está apoiado sobre o eixo xe o vértice C, 
sobre a origem. Em seguida, esse triângulo é girado, seguidamente, sobre o vértice que 
está à direita e apoiado sobre o eixo x, como mostrado nesta figura: 


A 
a) Determine uma equação que descreve a trajetória do ponto A da sua posição inicial 
até ele tocar novamente, pela primeira vez, o eixo. 


b) Determine o comprimento da trajetória percorrida pelo ponto A, da sua posição inicial 
até ele tocar novamente, pela primeira vez, o eixo x. 


c) Determine as coordenadas de todos os pontos da trajetória do ponto A que estão a 


q : 
uma altura 2 do eixo x. 
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Respostas 


das questões 


de vestibulares 


Coordenadas cartesianas no 
plano 


10. a 
11. 26 
12. P(2, 5) 


Equação da reta 


13.c 
14. c 


15. a) 2 
16. c 
dz. c 
18. a 
19. a 
20. d 
21. a 
22.c 
23. F(6, 6) 
24. a 
25. e 
26. d 
27.a 
28.a 
29. a 
30. a 


32.d 
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RESPOSTAS DAS QUESTÕES 


DE VESTIBULARES 


33.b 
34. c 
35.d 
36. c 
37. 


38. 


39. = = 


3" 


40.3)3,6e 9 


b) 9 + 5442 
41. e 
42.a 
43. e 
44. d 
45. 


a) Não 

b) x = nº de vacas 
y = nº de bezerros 
5x + 2y = 100 


46. c 
47.d 
48. e 
49. 


50. e 


51. a) A(3, a) e B(1, 


b) Construção 


3) 


50 
DE % 


52.y = 101 


Teoria angular 


53. c 
54. b 
55. 


56. d 
57.e 
58. a 
59. b 
60. (001), (002), (004) e (008) 
61. a 


62. a) M(4, 5) 


b) C(-1, 7) 
c) (10,8) e (-2, 2) 


63. c 
64. a 
65.d 
66. b 
67.3x+2y-2=0 
68. c 

69. e 

70.b 
71. d 
72.d 
73.c 
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74.b 
75.a 

76. 24 
T7.a 
78.b 

79. 80 u.a. 
80. 25 


81. a) Duas retas 


b)2x—-y+1=0ex+2y 


82. a) Re(zo) = ãe Im(zo) = 1 
b) P(z) = 422 — 42 +5 
c)w =-6+2iew = 6 —2i 


Jn=1+5i 


Distância de ponto a reta 
83.72 
84. e 
85. a 
86. e 
87. a 
88. d 
89.x+y+3 
90. c 
91. c 
92.d 
93. d 
94. c 
95. a 


96. c 
97.c 
98. a 


12 =0 


99. a) y 
[17 
| Té 
RH 
MEI 
RE 
ia 
E 
CDE ECEDEEEDE 
b) A(S, 6), B(3, 2), C(8, 3) 
c) 9u.a. 
100. e 
101. e 
102. b 
103. 22 
104. e 
105. II, Ill, Ve V 
106. c 
107. b 
108. b 
b 
109. a) P(-2, 0) Q(0, b) e 
a( b 2b2-ab 
dp =-2a' 2h-2a 
b) a 8 b=4ec=16 
110. c 
111. b 
112. b 
113. 4u.a 
114. b 
X 
115.9) y=5 
b) afete —-3) (6 a) 
io * 2 
a(-S6 — 3) elo - E) 
io 22 
116. (001), (002) e (016) 
417.V,F,V,VeV 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


SDS 


RESPOSTAS DAS QUESTÕES DE VESTIBULARES 


118. e 144. 40 
119. e 145. a) ser et 242), c(-1, 242) e 
D(-2N2,1 
am, b) 7 +22 
o 146. d 
da 147.9)x=2,y=0€y=« 
123. e b)(x-22+y2=8 
124. a) 4u.a. b) 36 U.a. 148. d 
149. b 
Circunferências 150.c 
125.b 451. d 
126. e 452.b 
127.a 153. (01), (02), (04), (08) e (16) 
128. a 154. c 
129. c 155. b 
130. d 156. c 
131. a) (x —- 32 +(y —- 42 =5? 157. e 
b) P(O, 8) 
158. d 
132. e 
159. 
133. d 
134. d 
135. b 
136. c 
137.b 
138. a) Demonstração 
b) D = (3,6) 
bos) = (x — S2P + (y — 242 = 2420 
es] 2 4 x +y2< 24º 
52 E b) No quilômetro 25 da estrada 
er / 2 de 
139. k 5) E déiis 
140. d 161. d 
141. e 162. c 
142. e 163. c 
143. a 164. a 
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165. 
166. 
167. 
168. 
169. 
170. 
171. 


172. 
173. 
174. 
175. 
176. 
177. 


178. 


179. 


180. 


d 
a 
lleV 
a 
b 
b 


a) A=2-sen (2a) 
P =4(cosa+ sena) 


02 + 04 = 06 
d 

Cc 

a) P(3, N3) 

b) ai + 213 


NX +3y=3+4213 


27 


.— U.a. 


3 


. a 


«b 


RESPOSTAS DAS QUESTÕES DE VESTIBULARES 


186. 
187. 


188. 


189. 
190. 
191. 
192. 
193. 
194. 
195. 
196. 
197. 


198. 


b 


a) 30 unidades 
b)x=Dey=5 


Tangência 


199. 
200. 
201. 
202. 
203. 
204. 
205. 
206. 
207. 
208. 
209. 


210. 
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S0OZ 


RESPOSTAS DAS QUESTÕES DE VESTIBULARES 


211. a 


213.2x+y+3=0 
213. e 


214.0)2-N7<x<2+N7 
b) (x-32+(y-52=2 


215. (x—- 32 +y2 -- 


216. y = + 7 


14542 + 15)29 
49 


217. 
218. q= 
219.y= —x+4ey= —x 


3 4 
220. P(3 +=, 1+ As) 
V10 


HH 
o) 


221.0)y=54+5 


Bode 


222.a3)2Xx+y-7=0 


223.7 


224. a) demonstração 


b) (4, 0) 


Sos 


225. a) 12 
b) 90 
c) 96 


226. a) P(-1, —2) 
b) (x+52+(y-12=25 
c) 6,25 u.a. 
227.a)x+2y-5=0 
b) (2N3 + 1,0) 


228.01 + 02 + 04 + 08+32 


I 


47 


Cônicas 
229. a 
230. d 
231. a 
232. a 
233. b 
234. d 
235. b 
236. a 

237.1 

238. a 

239. c 

240. e 

241. a 

242. a 

243. c 

244. S = (V6, 12) ou Ss = (26, 12) 
245. c 

246. d 

246. e 

248. d 

249. d 
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250. d 276. V,F,F,V,V 
251. c 277.d 
252.y=2x—- 1ley=-2x-—1 


Lugares geométricos 


253. c 
254. e 278.b 
255. 50 279. b 
256. b 280. b 
257.01+08+16+32=57 281. c 
258. c 282. a 
283. yº = 20x 
259. = dae MD no) 
+ 4 284. a 
260. d = 38 285. b 
i 5 


286. a) Círculo de raio 2 e centro (2, 2) 
2641. (002), (004) e (016) 


262. a 
263. a 2 
264. 3 m 
265. e 
2 
1,,8 E A . 

266. a) y = “9X + 3* b) Interseção de três semiplanos, que 

b) xo = 24- W3e ia 83-32 di limitada pelo triângulo 


267. a 

268. b 

269. V, F,V, Ve F 
270. a 

271. 04 

272.b 


213. (o, 5) 


274. a) A(—1, 0), B(3,0) e M(1, 16) 
b) C(2, 12) 
c) 36 u.a. 


2175. a 
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289. d b) wttoc) = 400 — 8Oxcg 
290 d 15 ndá 2Xcg 
, Ycg = 8,5 em 
291. a) P(t) = - r5eP,-=P(5)=7,5kg  295.€ 
bo<t=<34 296. 3) 12 +y2=1(com-1<x<Sey=0) 
Ends 6 p-1p+yp=a(comi<a<2ey>0) 
2 
293. a 
25 prÉE 
294. a) A(w) = 200 — 5w, xog = Dr cme 3 
25 (2 (43,2) 
Yca = 5 em A a) q 
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Significado das siglas de vestibulares 


Cefet-SC — Centro Federal de Educação Tecnológica de Santa Catarina 
Enem-MEC — Exame Nacional do Ensino Médio, Ministério da Educação 
ESPM-SP — Escola Superior de Propaganda e Marketing, São Paulo 
Fatec-SP — Faculdade de Tecnologia de São Paulo 

FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial, São Paulo 

FGV-SP — Fundação Getúlio Vargas, São Paulo 

FGV-RJ — Fundação Getúlio Vargas, Rio de Janeiro 

Fuvest-SP — Fundação para o Vestibular da Universidade de São Paulo 
lbmec-RJ — Ibmec, Rio de Janeiro 

ITA-SP — Instituto Tecnológico de Aeronáutica, São Paulo 
Mackenzie-SP — Universidade Presbiteriana Mackenzie, São Paulo 
PUC-MG — Pontifícia Universidade Católica de Minas Gerais 

PUC-RJ — Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro 

PUC-RS — Pontifícia Universidade Católica do Rio Grande do Sul 
PUC-SP — Pontifícia Universidade Católica de São Paulo 

Udesce-SC — Universidade do Estado de Santa Catarina 

UE-CE — Universidade Estadual do Ceará 

UE-GO — Universidade Estadual de Goiás 

U.E. Londrina-PR — Universidade Estadual de Londrina, Paraná 

U.E. Ponta Grossa-PR — Universidade Estadual de Ponta Grossa, Paraná 
UE-RJ — Universidade do Estado do Rio de Janeiro 

UF-AL — Universidade Federal de Alagoas 

UFAM — Universidade Federal do Amazonas 

UF-BA — Universidade Federal da Bahia 

UF-CE — Universidade Federal do Ceará 

UF-ES — Universidade Federal do Espírito Santo 

UF-GO — Universidade Federal de Goiás 

U.F. Juiz de Fora-MG — Universidade Federal de Juiz de Fora, Minas Gerais 
UF-MA — Universidade Federal do Maranhão 

UF-MG — Universidade Federal de Minas Gerais 

UFMS — Universidade Federal do Mato Grosso do Sul 

UF-MT — Universidade Federal do Mato Grosso 

UF-PA — Universidade Fedeal do Pará 

UF-PB — Universidade Federal da Paraíba 

UFPE — Universidade Federal de Pernambuco 

U.F. Pelotas-RS — Universidade Federal de Pelotas, Rio Grande do Sul 
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UF-PI — Universidade Federal do Piauí 

UF-PR — Universidade Federal do Paraná 

UF-RS — Universidade Federal do Rio Grande do Sul 

UF-RJ — Universidade Federal do Rio de Janeiro 

UFRN — Universidade Federal do Rio Grande do Norte 

UFR-RJ — Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro 

U.F. São Carlos-SP — Universidade Federal de São Carlos, São Paulo 
UF-TO — Universidade Federal de Tocantins 

U.F. Uberlândia-MG — Universidade Federal de Uberlândia, Minas Gerais 
Uneb-BA — Universidade do Estado da Bahia 

Unemat-MT — Universidade do Estado do Mato Grosso 

Unesp-SP — Universidade Estadual Paulista, São Paulo 

Unicamp-SP — Universidade Estadual de Campinas, São Paulo 
Unifesp-SP — Universidade Federal de São Paulo 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estão organizados 
da seguinte forma: 


volume] conjuntos, funções 


seguências, matrizes, 

determinantes, sistemas 
Vols combinatória, 

probabilidade 

complexos, polinômios, 
VOLUME 6 = 

equações 


| Volume O] geometria espacial 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


x 
O Atual 


Os volumes contêm teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 

de questões de vestibulares foi 
atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
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